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Излагаются результаты численного исследо-
вания математической модели фильтрации вяз-
кой жидкости в пороупругой среде, обладаю-
щей вязкоупругими свойствами. Основное вни-
мание уделяется выводу модели, постановке за-
дачи, разработке численного алгоритма решения
поставленной задачи, а также анализу предва-
рительных численных результатов. Рассматрива-
емую в работе модель можно использовать при
изучении процессов, происходящих в ледяном по-
крове. В данном подходе лед представляет со-
бой двухфазную среду, состоящую из твердой
фазы (лед) и жидкой (вода). В качестве твер-
дой фазы рассматривается твердый деформиру-
емый ледяной скелет, обладающий вязкоупруги-
ми свойствами. Таким образом, в рассматри-
ваемой модели ледяному покрову приписы-
ваются свойства неньютоновской жидкости. Дан-
ная модель не учитывает фазовые переходы и из-
менение температуры. В процессе обезразмерива-
ния исходной системы уравнений вводится малый
параметр (по времени). После предельного пере-
хода по параметру (рассмотрен случай медлен-
ных процессов) система уравнений характеризу-
ет твердый скелет как среду, обладающую больше
упругими свойствами, чем вязкими. Для получен-
ной системы уравнений проведены тестовые чис-
ленные расчеты, определены поле скоростей, по-
ристость и критическое напряжение.
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The paper presents results of a numerical study
of a mathematical model of viscous fluid filtration
in a poroelastic medium with viscoelastic properties.
The focus of this research is on model development,
problem formulation, and elaboration of a numerical
algorithm to solve this problem, as well as a
preliminary analysis of numerical study results. The
proposed model can be used in a study of processes
that occur in the ice cover. This approach treats
the ice as a biphasic medium consisting of a liquid
(water) phase and a solid (ice) phase being a solid
elastic ice skeleton with viscoelastic properties. Thus,
the ice cover has properties of a non-Newtonian
fluid in this model, and phase transitions and
temperature changes are out of concern. A small
time parameter is introduced for the process of
nondimensionalizing of the original equation system.
After passing to the limit (for slow processes), the
equation system describes the solid skeleton as a
medium with elastic properties greater than viscous.
Test numerical calculations are performed, and the
field of velocities, porosity, and critical stress values
are obtained.

Key words: multiphase flow, poroelasticity, sheet
ice, finite-difference scheme, viscoelasticity.

Уравнения модели. Для каждой
составляющей двухфазной среды (ледяного
скелета s и содержащейся в нем жидкости f)
вводятся понятия объемов твердого скелета Vs

и пор Vp. Удельный объем пор (пористость)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
РФФИ №16-08-00291.

φ =
Vp

Vt
, где Vt = Vp + Vs – общий объем.

Законы сохранения масс для жидкости и твер-
дой фазы в отсутствие фазовых переходов выгля-
дят следующим образом [1]:

∂(ρfφ)

∂t
+� · (ρfφ�vf ) = 0, (1)
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∂(1− φ)ρs
∂t

+� · ((1− φ)ρs�vs) = 0, (2)

где t – время, ρf – плотность жидкости, ρs – плот-
ность твердого скелета, �vf , �vs – скорости жидкой
и твердой фаз соответственно, � = ( ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z ),

(x, y, z) – переменные Эйлера.
Уравнение сохранения импульса для жидкости

берется в форме закона Дарси [2, 3]:

φ(�vf − �vs) = −K(φ)(∇pf + ρf�g), (3)

где K – коэффициент фильтрации, pf – давление
жидкости, �g – плотность массовых сил.

В зависимости от механических свойств льда
используются различные подходы, определяющие
его свойства. Реологическое соотношение, опреде-
ляющее вязко-упругие свойства пористой дефор-
мируемой среды, имеет вид [3–9]

div�vs = −a1(φ)pe − a2(φ)
dpe
dt

, (4)

где pe = (1 − φ)(ps − pf ) – эффективное давле-
ние, a1(φ) – коэффициент, определяющий объем-
ную вязкость среды, a2(φ) – коэффициент, опре-
деляющий объемную сжимаемость среды, d

dt =
∂
∂t + �vs · ∇ – материальная производная.

Для замыкания используется уравнение рав-
новесия всей системы в целом, в предположение,
что вязкость жидкости мала [9]:

ρ�g + div((1− φ)ν(
∂�vs
∂�x

+ (
∂�vs
∂�x

)∗))−∇ptot = 0, (5)

где ρ = (1 − φ)ρs + φρf – средняя плотность
среды, σ = σs(1 − φ) + σfφ – общее напряже-
ние, определенное как средневзвешенное, ptot =
φpf + (1 − φ)ps – общее давление, ν – динамиче-
ская вязкость твердой среды.

Таким образом, в области Ω = (x, z) = [0, L] ×
[0, H] рассматривается система уравнений (1)–(5)
составного типа. В случае преобладания упругих
свойств скелета локальная разрешимость по вре-
мени начально-краевой задачи для данной моде-
ли доказана в [10], свойство конечной скорости
распространения возмущений установлено в [11].
В работе [12] рассмотрены различные режимы
движения в зависимости от поведения возникаю-
щего в задаче малого параметра. Подобные моде-
ли были рассмотрены в работах [13, 14, 15, 16].
Введение малого параметра. Предель-

ный переход. Проведем обезразмеривание урав-
нений (1)–(5). Пусть x̄, z̄, t̄ – безразмерные пере-
менные, определенные равенствами

x̄ =
x

L
, z̄ =

z

H
, t̄ = εkτ0t, ε =

H

L
� 1,

где [L] = [H] = [м], [τ0] = [1/с]; k – произвольное
вещественное число.

Положим:

pf (t, x, z) = αp̄f (t̄, x̄, z̄) = αp̄f (ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
),

ps(t, x, z) = αp̄s(t̄, x̄, z̄) = αp̄s(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
),

vis(t, x, z) = βiv̄is(t̄, x̄, z̄) = βiv̄is(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
), i = 1, 2,

vif (t, x, z) = βiv̄if (t̄, x̄, z̄) = βiv̄if (ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
), i = 1, 2,

ptot(t, x, z) = αp̄tot(t̄, x̄, z̄),

ρfg =
α

H
ρ̄f ḡ, ρsg =

α

H
ρ̄sḡ, ρg =

α

H
ρ̄ḡ,

K(φ) = k0K̄(φ), a1(φ) = a1ā1(φ), a2(φ) = a2ā2(φ).

Здесь [βi] = [м/с], [α] = [Па], [k0] = [ м2

Па·c ],
[a1] = [ 1

Па·c ], [a
2] = [1/Па].

Для получения безразмерной формы уравне-
ний следует положить

β1 = εkτ0L, β2 = εkτ0H.

После предельного перехода (ε → 0 ) при
k = −2 система (1)–(5) примет вид

∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f ) = 0,

(6)

v1s = v1f , (7)

τ0L
2

α
φ(v̄2f − v̄2s) = −K̄(φ)(

∂p̄f
∂z̄

− ρ̄f ḡ) (8)

∂v̄1s
∂x̄

+
∂v̄2s
∂z̄

= −αa2ā2(φ)
d(p̄tot − p̄f )

dt
, (9)

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1s
∂z̄

)
= 0, (10)

2 ∂
∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+ ∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0. (11)

Тензор напряжений пороупругой среды в этом
случае имеет вид

σ =

(
0 (1− φ)

∂v1
s

∂z

(1− φ)
∂v1

s

∂z 2(1− φ)
∂v2

s

∂z

)
.

Максимальное нормальное напряжение дается
формулой

σ∗ = (1− φ)(
∂v2s
∂z

+

√
(
∂v2s
∂z

)2 + (
∂v1s
∂z

)2).

Модельная задача. Как частный случай
рассмотрим задачу для уравнений (6), (10), (11),
дополненных следующими начально-краевыми
условиями:

(1− φ)
∂v2

s

∂z |z=0= 0, v2s |z=H= L = const,

v1s |z=H= B = const, (1− φ)
∂v1

s

∂z |z=0= 0,

φ |t=0= φ0(x, z),
∂pf

∂z |z=H= 0,
pf |t=0= p0f (x, z), ps |t=0= p0s(x, z), pf |z=0= p0(x, t).
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Тогда, пользуясь краевыми условиями, находим

v1s = v1f = B, v2s = L,

а уравнение для s перепишется в виде

∂s

∂t
+B

∂s

∂x
+ L

∂s

∂z
= 0.

Его решение есть

φ = φ0(x−Bt, z − Lt).

Тогда

v2f = ρfg
αK(φ0(x−Bt,−Lt))

τ0L2φ
+ L,

Решения для pf , ps выглядят следующим обра-
зом:

pf = p0 + ρfg(z −
z∫

0

K(φ0(x−Bt,H − Lt))

K(φ0(x−Bt, z − Lt))
dτ),

ps = pf − p0f (x−Bt, z − Lt) + p0s(x−Bt, z − Lt).

Алгоритм численного решения задачи.
Пусть ϕ = 1 − φ, u = v1s и v = v2s , тогда урав-
нения (6)-(11) примут вид

∂ϕ

∂t
+

∂ϕu

∂x
+

∂ϕv

∂z
= 0, (12)

∂

∂z

(
ϕ
∂u

∂z

)
= 0, (13)

2
∂

∂z

(
ϕ
∂v

∂z

)
+

∂

∂x

(
ϕ
∂u

∂z

)
= 0. (14)

Заметим, что уравнения (12), (13) и (14) обра-
зуют замкнутую систему относительно искомой
функции ϕ и компонент вектора скорости скелета
�vs = (u, v).

Основную трудность для численного решения
системы (12)–(14) представляют сильные разры-
вы решения нелинейного гиперболического урав-
нения (12). Эффективный прием расчета задач
с разрывными решениями изложен в работе
[17 c. 359]. Вместо гиперболического уравнения
(12), решение которого рвется, численно решает-
ся параболическое уравнение с псевдовязкостью
εΔϕ

∂ϕ

∂t
+ �vs · ∇ϕ− εΔϕ = −ϕ(∂u

∂x
+

∂v

∂z
), (15)

где коэффициент ε мал.
На границах области Γ = (x, z) = [0, 1] × [0, 1]

и в начальный момент времени заданы условия

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
Γ

= 0, u(x, 0, t) = u0(x, t), u(x, 1, t) = u1(x, t),

v(x, 0, t) = v0(x, t), v(x, 1, t) = v1(x, t).

ϕ|t=0 = ϕ0(x, z).

Введем равномерную сетку с узлами xi = ih1,
i = 0...N1; zj = jh2, j = 0...N2; tn = nτ , n = 0...T ;
h1 = 1/N1 и h2 = 1/N2 – шаги по пространствен-
ным координатам, τ – шаг по времени. В дан-
ной работе используются обозначения, принятые
в [18].

Рис. 1. Пористость

Рис. 2. Максимальное нормальное напряжение
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Алгоритм вычисления следующий: сначала, ис-
пользуя начальное значение пористости, методом
прогонки по z находятся поле скоростей из урав-
нений (13) и (14). Затем на известном поле ско-
ростей методом переменных направлений опре-
деляется значение пористости из уравнения (15).
Значения на n+ 1

2 слое находятся методом прогон-
ки по x, а значения на n+ 1 слое прогонкой по z.

В численных расчетах использовался следую-
щий набор модельных параметров:

u0 = 2, u1 = 1, v0 = 0, v1 = 0, ϕ0 = 0.7.

На рисунке 1 представлено распределение по-
ристости по оси x при z = 0.5. Пористая среда
сжимается (пористость стремится к нулю), пока

напряжения не равны нулю. Максимальное нор-
мальное напряжение уменьшается с течением вре-
мени (см. рис. 2).

Другие начально-краевые задачи уравнений
динамики ледового покрова были численно иссле-
дованы в [19, 20].

Заключение. В работе рассмотрена матема-
тическая модель фильтрации жидкости в поро-
упругом тонком слое. Предложен алгоритм чис-
ленного решения задачи. Проведены тестовые
численные расчеты.

Авторы статьи признательны С.С. Кузикову
и А.А. Папину за обсуждение задачи и конструк-
тивные замечания.
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