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Рассматривается математическая модель изо-
термической внутренней эрозии без учета дефор-
мации пористой среды. При достижении опре-
деленной величины скорости фильтрации проис-
ходит вынос частиц грунта из области течения.
В качестве математической модели используют-
ся уравнения сохранения массы для воды, по-
движных твердых частиц и неподвижного по-
ристого скелета, а также закон Дарси для во-
ды и подвижных твердых частиц и соотноше-
ние для интенсивности суффозионного потока.
Дается постановка задачи и проводится преобра-
зование системы уравнений. В результате преоб-
разований для насыщенности водной фазы
возникает вырождающееся на решении парабо-
лическое уравнение, для давления – эллиптиче-
ское уравнение и для пористости грунта – урав-
нение первого порядка. Имеется аналогия с клас-
сической моделью Маскета-Леверетта. Предло-
жен алгоритм численного решения одномерной
начально-краевой задачи внутренней эрозии
грунта. Представлены результаты численного
решения задачи. Найдены скорости движения
и давление грунтовых вод, пористость и концен-
трация подвижных частиц грунта. Кроме того,
приведен краткий обзор моделей внутренней суф-
фозии.
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In this paper, a mathematical model of isothermal
internal erosion without deformation of a porous
medium is studied. Removal of soil particles from
a flow occurs at a certain value of filtration velocity.
Mass conservation equation for water, moving solids
and stationary porous skeleton along with Darcy’s
law for water and moving solid particles, and an
equation for the suffosion intensity are utilized for
a mathematical model of the problem. Problem
formulation and development of the equation system
are shown in section 1. There are the degenerate
parabolic equation for water phase saturation, the
elliptical equation for pressure, and the first order
equation for porosity. The analogy with the classical
Musket-Leverette model is also revealed. The
numerical solution algorithm for a one-dimensional
initial boundary value problem for internal soil
erosion is proposed in section 2, and numerical
solution results for the problem are presented in
section 3. Values of speed and pressure of ground
water, porosity and density of moving soil particles
are obtained. Also, a brief overview of internal
suffusion models is provided.

Key words: multiphase flow, porous medium,
suffusion, phase transition, saturation.

Постановка задачи. Рассматриваются про-
цессы фильтрации подземных вод и внутренней
суффозии. Грунт моделируется как трехфазная
сплошная пористая среда. Поры полностью за-
полнены смесью воды (i = 1) и подвижных твер-
дых частиц (i = 2). Доля пор в грунте (i = 3) опре-
деляется пористостью φ = (V1 + V2)/V , где V =

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
РФФИ №16-08-00291.

V1+V2+V3 – общий объем грунта, V1, V2, V3 – со-
ответственно, объемы воды, подвижных твердых
частиц и скелета грунта. В одномерном случае си-
стема уравнений, описывающая процесс внутрен-
ней эрозии, имеет вид

φ
∂s

∂t
=

∂

∂x
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∂φ
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∂

∂x
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+ f) = 0,

∂φ

∂t
=

I

ρ03
. (2)

где I – интенсивность фазового перехода (суффо-
зионный поток); s = V1/(V1 + V2), s2 = V2/(V1 +
V2) – концентрации воды (насыщенность) и по-
движных твердых частиц в порах; ρ01, ρ02, ρ03 – ис-
тинные плотности воды, подвижных твердых ча-
стиц грунта и скелета грунта. В рассматриваемом
случае ρ03 = ρ02, так как подвижные частицы за-
хватываются суффозионным потоком из грунта.

F =
k01k02K0g

k
(ρ01 − ρ02), b(s) =

k02
k

.

a(s, φ) = −K0
k01k02

k

∂pc
∂s

,

k(s) = k01 + k02,

K = K0(φ)k(s),

p = p2 +

1∫
s

k01(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ.

где p – так называемое «приведенное» давление [1].
Уравнения сохранения импульса для воды

и подвижных твердых частиц грунта берем в ви-
де [1–3]

�vi = −K0(φ)
k0i
μi

(�pi + ρ0i�g), i = 1, 2.

Здесь K0(φ) – симметрический тензор фильтра-
ции пористой среды; k0i – относительные фазовые
проницаемости (k0i = k0i(si) ≥ 0, k0i|si=0 = 0,
0 ≤ si ≤ 1); μi – коэффициенты динамической
вязкости; �g – ускорение силы тяжести; p1, p2 – со-
ответственно, давления первой и второй фаз.

Интенсивность фазового перехода задается
функцией [4, 5]

I =

{
λρ03(1− φ)(1− s)φ(|�v1| − |�vk|), |�v1| ≥ |�vk|;
0, |�v1| < |�vk|.

Начальные и граничные условия задачи имеют
вид

s(x, 0) = s1,
∂s

∂x
(0, t) = s0, s(H, t) = sh,

φ(x, 0) = φ0, p(0, t) = p0, p(H, t) = ph,

x ∈ [0, H].
Частный случай данной модели при p1 = p2

рассматривается в работах [5–8]. Похожие модели
исследовались в [9–13].

Результаты численных расчетов. Экспе-
риментальное исследование суффозионной устой-
чивости грунтов проводилось в [14]. В работе [15]
предложен алгоритм численное решение системы
уравнений (1), (2) при заданной суммарной скоро-
сти фильтрации и проведены тестовые расчеты.
В данной работе найденное давление p позволя-
ет определить суммарную скорость фильтрации
v. Исследованию зависимости искомых функций
начально-краевой задачи от параметра λ, кото-
рый отвечает за суффозионную устойчивость, по-
священы работы [5,16,17]. Однако в этих работах
не исследовалась корректность предложенной ма-
тематической модели. Используемые численные
алгоритмы имели первый порядок аппроксимации
как по пространственной переменной, так и по
времени. В этом пункте представлены результа-
ты численных расчетов начально-краевой задачи,
для которой доказано существование и единствен-
ность классического решения в работе [18,19] для
v > vk.

Рис. 1. Изменение пористости грунта

В численных расчетах использовался следую-
щий набор модельных параметров [20]:

ρ01 = 1000 кг/м3
, ρ02 = 1440 кг/м3

,

B = 0.00001 м2, g = 9.8 м/c2, vk = 0,

μ1 = 0.001787 кг/мc, μ2 = 0.003574 кг/мc.

На рисунках 1 и 2 представлены графики
изменения пористости грунта и концентрации
для грунтов, имеющих различную суффозион-
ную устойчивость. Процесс суффозии прекраща-
ется, если концентрация подвижных частиц грун-
та равна нулю или пористость равна единице
(см. рис. 1, 2). Зная распределение пористости
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Рис. 2. Изменение концентрации подвижных частиц грунта
в фильтрационном потоке

Рис. 3. Пористость грунта при t = 0.0297

(см. рис. 3), можно оценить размер образовав-
шейся полости. На рисунках 4 и 5 представле-
ны распределения концентрации и давления при
t = 0.015 и t = 0.012 соответственно.

Заключение. В работе дан краткий литера-
турный обзор моделей внутренней эрозии поч-
вы. Предложен алгоритм численного решения
начально-краевой задачи фильтрации грунтовых
вод с учетом внутренней эрозии грунта и прове-
дены тестовые численные расчеты. Найдены ско-
рости движения и давление грунтовых вод, пори-
стость и концентрация подвижных частиц грунта
для грунтов, имеющих различную суффозионную
устойчивость.

Авторы статьи признательны А.А. Папину за
обсуждение задачи и конструктивные замечания.

Рис. 4. Концентрация подвижных частиц грунта в фильтра-
ционном потоке при t = 0.015

Рис. 5. Приведенное давление при t = 0.012
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