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Рассматривается математическая модель дви-
жения воды и воздуха в снеге с учетом субли-
мации. Снег представляет собой пористую среду,
твердый каркас которой составляют неподвиж-
ные частицы льда. В порах находятся вода, воз-
дух и пар. Для описания процесса используют-
ся уравнения сохранения масс для каждой фа-
зы, система уравнений двухфазной фильтрации
Маскета-Леверетта для воды и воздуха, а также
уравнение сохранения энергии для снега. Дает-
ся постановка задачи, далее строится ее решение
в автомодельных переменных. Задача рассматри-
вается в бесконечной области. Для поля скоро-
стей получены конечные формулы, а также урав-
нение для температуры, из которого следует мо-
нотонность последней с экспоненциальным стрем-
лением к заданному значению на бесконечности.
Найдено вырождающееся на решении уравнение
для насыщенности водной фазы и установлен
физический принцип максимума. На основе это-
го принципа и с помощью введения дополнитель-
ного параметра установлена разрешимость зада-
чи Коши. Полученное решение продолжается сна-
чала на конечный интервал, а затем, благодаря
свойству конечной скорости распространения воз-
мущения, решение продолжается на бесконечный
интервал.
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In this paper, a mathematical model of water
and air motion in snow with consideration of a
sublimation process is investigated. Snow is a porous
medium with a solid frame of fixed ice particles.
There are water, air, and steam in pores. The
model utilizes a mass conservation equation for
each phase, the Musket-Leverette equation system
for water and air two-phase filtration, and the
energy conservation equation for snow. The model
is elaborated in Paragraph 1. Paragraph 2 presents
the problem solution in self-similar variables. The
problem is investigated in an infinite domain. Finite
solutions are obtained for a field of velocities. The
equation for temperature is presented, and monotony
of the equation with an exponential approach to
the target value at infinity is demonstrated. Also,
the degenerate equation for water phase saturation
and physical background for the maximum principle
are provided. Solvability of the Cauchy problem
is proved on the basis of this principle with
an introduction of an additional parameter. The
resulting solution is, firstly, expanded on a finite
interval, and, later, on an infinite interval due to
finite speed of disturbance propagation.

Key words: sublimation, two-phase filtration,
Darcy’s law, self-similar solution, phase transition.

Постановка задачи. При построении мате-
матической модели снежного покрова в период
снеготаяния используются общие принципы ди-
намики многофазной среды [1–4]. Особенностью
этих моделей является обязательный учет фазо-
вых переходов и использование фильтрационно-
го приближения, поэтому основными уравнени-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта
РФФИ №16-08-00291.

ями модели являются законы сохранения масс
и энергии, а также закон Дарси для подвиж-
ных фаз [5–7]. Данный подход применяется при
исследовании тепловой двухфазной фильтрации
[8, 9], а также в работах по тепломассоперено-
су в промерзающих и протаивающих грунтах
[10–15]. Значительные объемы снега испаряются
и при отрицательных температурах, минуя жид-
кую фазу. Для моделирования процесса сублима-
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ции льда в снеге используется следующая система
уравнений:

∂

∂t
(φs1ρ

0
1) + div(ρ01φs1~u1) = 0, (1)

∂

∂t
(φs2ρ

0
2) + div(ρ02φs2~u2) = 0, (2)

∂

∂t
(ρ03(1− φ)) = I43, (3)

∂

∂t
(φs4ρ

0
4) = I34, (4)

~vi = −K0
k0i
µi

(∇pi + ρ0i~g), i = 1, 2,

p2 − p1 = pc(s1, θ), s1 + s2 + s4 = 1,

(5)

(
4∑
i=1

ρ0i ciαi)
∂θ

∂t
+ (

2∑
i=1

ρ0i ci~vi)∇θ =

= div(λc∇θ)− µ
∂ρ03φ

∂t
. (6)

Здесь t – время; φ – пористость; ~ui – истин-
ные скорости фаз; ρ0i , ~vi = φsi~ui – соответствен-
но, истинные плотности воды, воздуха, льда, па-
ра и скорости фильтрации воды и воздуха, s1, s2,
s4 – насыщенности воды, воздуха и пара; ρi – при-
веденная плотность, αi – концентрация, ρi = αiρ

0
i

(αi = φsi, i = 1, 2, 4, α3 = 1 − φ); Iij – интен-
сивность перехода массы из i-ой в j-ю составляю-
щую в единице объема и в единицу времени; K0 –
тензор фильтрации; k0i – относительные фазовые
проницаемости (k0i = k0i(si) ≥ 0, k0i

∣∣
si=0

= 0 );
µi – коэффициенты динамической вязкости; pi –
давления фаз; pc – капиллярное давление; ~g –
вектор ускорения силы тяжести; θ – температу-
ра среды (θi = θ, i = 1, 2, 3, 4); ci = const > 0 –
теплоемкость i-й фазы при постоянном давлении;
µ = const > 0 – удельная теплота сублимации
льда; λc – коэффициент теплопроводности снега.

Система замыкается гипотезами:
I34 = I34(θ), I12 = I32 = I31 = I24 =
I14 = 0, ~u3 = ~u4 = 0, φ = φ(θ), s4 = s4(θ).

Простое решение. Следуя [7], от системы
(1) – (6) переходим к задаче:

−c d
dξ

(φs1ρ
0
1+ρ

0
3(1−φ)+φs4ρ04)+

d

dξ
(ρ01v1) = 0, (7)

−c d
dξ

(φs2ρ
0
2) +

d

dξ
(ρ02v2) = 0, (8)

vi = −K0
k0i
µi

(dpidξ − ρ
0
i g),

p2 − p1 = pc(s1, θ), s1 + s2 + s4 = 1,
(9)

(
4∑
i=1

ρ0i ci(vi − cαi))
dθ

dξ
− cµdρ

0
3φ

dξ
=

d

dξ
(λc

dθ

dξ
), (10)

s1
∣∣
ξ→−∞= 0, s4

∣∣
ξ→−∞= 0, θ

∣∣
ξ→−∞= θ−,

∂θ

∂ξ

∣∣
ξ→−∞= 0, vi

∣∣
ξ→−∞= 0, (11)

p2(0) = p+, s1(0) = s+1 , s4(0) = s+4 ,
θ(0) = θ+, vi(0) = v+i , i = 1, 2.

(12)

Определение скоростей фильтрации. Следуя
[7], получим представления для скоростей филь-
трации:

v1 = cφs1 + c
ρ03
ρ01
(φ− − φ) + c

ρ04
ρ01
φs4,

v2 = cφs2 − cφ−.
(13)

Представление для температуры. Фикси-
руем конечные значения температуры θ−, θ1 и θ+.
Пусть 0 < θ− < θ1 < θ+,
φ1 ≡ (1− φ−)/(θ+ − θ1), φ2 ≡ α∗4/(θ

+ − θ1). Поло-
жим для всех θ ∈ (0,∞):

φ(θ) =

 1, θ ≥ θ+,
φ− + φ1(θ − θ1), θ1 ≤ θ ≤ θ+,
φ−, θ ≤ θ1.

φ(θ)s4(θ) =

 α∗4, θ ≥ θ+,
φ2(θ − θ1), θ1 ≤ θ ≤ θ+,
0, θ ≤ θ1.

Из (13) имеем

4∑
i=1

ciρ
0
i (vi−cαi) = cρ03(1−φ)(c1−c3)+cρ04φs4(c1−c4)+

+A1c1 +A2c2.

Используя условия (11), получим

λc
dθ

dξ
= c(c1 − c3)ρ03M(θ) + c(c1 − c4)ρ04N(θ) +

+(A1c1 +A2c2)(θ − θ−)− µρ03(φ− φ−) ≡ f1(θ), (14)

где коэффициенты правой части определяются
в [7].

Решение задачи (11), (12), (14) можно предста-
вить в виде (λc > 0)

I(θ) ≡
θ+∫
θ

dy

f1(y)
=

0∫
ξ

dy

λc(y)
≡ ψ(λc(ξ)),

θ(ξ) = I−1(ψ(λc(ξ))).

(15)

Если θ ∈ [θ1, θ
+], то из (15) имеем

I(θ) =

θ+∫
θ

dy

b1(y − θ1)2 + d1(y − θ1) + a1
= ψ(λc(ξ)).

(16)
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Ввиду монотонности θ(ξ) существует такая
точка ξ1 , что θ(ξ1) = θ1.

При θ ∈ [θ−, θ1] из (15) имеем:

θ(ξ) = θ− + (θ1 − θ−) exp

−b2 ξ1∫
ξ

dy

λc(y)

 . (17)

Таким образом, при заданной функции
λc(s1, θ) представление (15) и его частные слу-
чаи (16), (17) определяют температуру для всех
ξ ∈ (−∞, 0).

Определение насыщенности и давлений.
Используя уравнение для температуры (14) и cле-
дуя [7], уравнение для насыщенности представим
в следующем виде:

a0(s1)
ds1
dξ = ϕ1ϕ2γ(s1)

p′0
p0

f1
λc

+ 1
p0
gϕ1ϕ2 +

1
p0
|c|φAs1−

− 1
p0
|c|B(φ− φ−) + 1

p0
|c|Dφs4 ≡ f2(s1, θ),

(18)
где

a0 = −ϕ1ϕ2γ
′, g = g(ρ01 − ρ02), p′0 =

dp0
dθ

,

µi =
µi

K0k0i
, i = 1, 2,

A = µ1ϕ2 + µ2ϕ1, B = µ1ϕ2
ρ03
ρ01

+ µ2ϕ1,

D = µ1ϕ2
ρ04
ρ01

+ µ2ϕ1,

ϕi =

 0, si ≤ 0,
sni
i , 0 ≤ si ≤ 1,
1, si ≥ 1.

Уравнение (18) рассматривается при ξ < 0
и условии s1(0) = s+1 , т.е. для s1(ξ) рассматри-
вается задача Коши, а условие s1

∣∣
ξ=−∞= 0 долж-

но быть обосновано. Функции f1, φ, s4 зависят от
температуры θ(ξ) ∈ [θ−, θ+], выполняется условие
s4 < (µ1

µ2
)1/n1 . Относительно p0(θ(ξ)) постулиру-

ется существование постоянной ν0(θ−, θ+) > 0 та-
кой, что ν0 ≤ p0 ≤ ν−10 , |p′0| ≤ ν0. Функции µ1 и µ2

могут зависеть от s1(ξ) и θ(ξ), но должны удовле-
творять неравенствам 0 < νi ≤ µi ≤ ν−1i < ∞,
i = 1, 2.

Следующее утверждение уточняет свойства
функций A, B и D.

Лемма 1. Если n1 > 1, n2 > 1, α > 0 и δ >
1− α1/n2 , то min(δn2 , α− (1− δ)n2 , gµ) ≤

≤ g(x) ≡ αxn1 +(δ−x)n2 ≤ max(δn2 , α− (1−δ)n2),

где gµ = αδµ(1 + β)−n1/µ + βn2δ(1 + β)−n2 при
µ ≤ 1, gµ = αδ(1 + β)−n1 + βn2δµ(1 + β)−n2µ при
µ ≥ 1, µ = (n1 − 1)/(n2 − 1), β = (n1α/n2)

1/(n2−1).
Доказательство приводится в [7].

Следуя [8], получим

p(ξ) = p+ − p0(θ+)b(s+1 )−
0∫
ξ

f3(s1(x), θ(x))dx,

p2(ξ) = p(ξ) + p0(θ)b(s1),
p1(ξ) = p2(ξ)− pc(s1(ξ), θ(ξ)),

(19)
где

p(ξ) ≡ p2(ξ)−p0(θ)b(s1), b(s1) =
s1∫
0

ϕ1(y)γ
′(y)

ϕ1(y) + ϕ2(y)
dy.

Здесь ϕ1 +ϕ2 > 0 в силу леммы 1, а правая часть
равенства есть заданная функция s1(ξ) и θ(ξ). По-
этому функция p1 определяется с точностью до
произвольной постоянной, значение которой мож-
но определить из условия p2(0) = p+. Гладкость
p1 и p2 определяется гладкостью s1(ξ).

Определение. Слабым решением задачи (7) –
(12) в области R− = (−∞, 0) называются функ-
ции θ(ξ), s1(ξ), vi(ξ), pi(ξ) и параметр c, если:
1) θ(ξ) имеет непрерывную производную, удовле-
творяет уравнению (14) и условиям θ(0) = θ+,
θ
∣∣
ξ→−∞= θ−, ∂θ∂ξ

∣∣
ξ→−∞= 0;

2) s(ξ) имеет непрерывную производную с весом
a(s), удовлетворяет уравнению (18) и условиям
s1(0) = s+1 , s1

∣∣
ξ→−∞= 0;

3) vi(ξ) удовлетворяют равенствам (13) и услови-
ям vi(0) = v+i , vi

∣∣
ξ→−∞= 0;

4) pi(ξ) удовлетворяют равенствам (19) и условию
p2(0) = p+2 .

Теорема. Пусть положительные числа ac, bc,
µ, φ−, K0, θ−, θ1, θ+, ρ0i , ci, α∗4, (i = 1, 2, 3, 4),
s+1 ∈ (0, 1] и непрерывные по s1 ∈ [0, 1] и θ ∈
[θ−, θ+] функции φ(θ), s4(θ), k0i = k0i(s1, θ)s

ni
i ,

ni > 1, µi(s1, θ), (i = 1, 2), pc(s1, θ) = p0(θ)γ(s1),
λc = ac + bcρ

2
c ,

ρc = ρ01s1φ+ ρ02s2φ+ ρ03(1− φ) + ρ04s4φ удовлетво-
ряют следующим условиям:
1. ρ02 < ρ04 < ρ03 < ρ01, c4 < c3 < c1 < c2,

α∗4 <
ρ03(c1−c3)
ρ04(c1−c4)

(1− φ−);

2. s4(θ) < (µ1

µ2
)1/n2 ;

3. 0 < (a = −k01k02 dγds1 , k01, k02) при s1 ∈ (0, 1),
a
∣∣
s1=0,1

= k01
∣∣
s1=0

= k02
∣∣
s1=1

= 0,
1
s1
k01k02γ

∣∣
s1=0

= 0, dγ
ds1

< 0,

a0 ≥ ν0(s1(1− s1))κ, κ > 1, a0(s1)
s1

∣∣
s1=0

= 0,

(|| dγds1 ||C[0,1], ||dp0dθ ||C[θ−,θ+]) ≤ ν0, 0 < ν−10 <

< (µi(s1, θ), k0i(s1, θ), p0(θ),
∣∣∣dγ(s1)ds1

∣∣∣) ≤ ν0.
Тогда существует по крайней мере одно

слабое решение задачи (7) – (12), обладающее
свойствами

0 ≤ s1(ξ) ≤ 1, θ− ≤ θ(ξ) ≤ θ+,
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c =
(1 + λ)v+2

(1− φ−)(1− ρ03/ρ01)
< 0.

Кроме того, существует точка ξ∗ ∈ (−∞, ξ1] та-
кая, что s1(ξ) = 0 для всех ξ ≤ ξ∗. Теорема дока-
зывается аналогично [7].

Заключение. В работе получены следующие
результаты: установлен физический принцип мак-

симума для насыщенности, монотонность тем-
пературы и свойств конечной скорости распро-
странения возмущений, доказана теорема суще-
ствования автомодельного решения. В дальней-
шем предполагается учесть сжимаемость среды
[16–18].
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