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Изучение свойств операторов кривизны пред-
ставляет интерес в понимании геометрического
и топологического строения однородного (псев-
до)риманова многообразия. В однородном слу-
чае хорошо известны результаты Дж. Милнора,
В.Н. Берестовского, Е.Д. Родионова, В.В. Слав-
ского о связи между кривизной Риччи, одномер-
ной кривизной и топологией однородного римано-
ва пространства.

Дж. Милнор исследовал кривизны левоинва-
риантных римановых метрик на группах Ли. За-
дача о предписанных значениях оператора Риччи
на трехмерных римановых локально-однородных
пространствах и трехмерных метрических груп-
пах Ли была решена О. Ковальским и С. Никше-
вич. Аналогичные результаты для операторов од-
номерной и секционной кривизны были получены
Д.Н. Оскорбиным, Е.Д. Родионовым, О.П. Хро-
мовой.

В случае левоинвариантных лоренцевых мет-
рик на группах Ли ситуация представляется ме-
нее очевидной. В случае левоинвариантных ло-
ренцевых метрик на трехмерных группах Ли из-
вестна работа Дж. Кальварузо, О. Ковальского,
в которой исследуется задача о существовании
группы Ли с левоинвариантной лоренцевой мет-
рикой и заданными значениями спектра операто-
ра Риччи.

В данной работе решена задача о предписан-
ных значениях оператора секционной кривизны
на трехмерных метрических группах Ли.
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The study of curvature operator properties
is interesting for understanding of geometrical
and topological structure of a homogeneous
(pseudo)Riemannian manifold. Some results of
J. Milnor, V.N. Berestovskii, E.D. Rodionov,
V.V. Slavskii on the connection between the Ricci
curvature, one-dimensional curvature and topology
of the homogeneous Riemannian space are well
known in the homogeneous case.

J. Milnor investigated the curvatures of
left-invariant Riemannian metrics on Lie groups.
The problem of prescribed values of the Ricci
operator on three-dimensional Riemannian locally
homogeneous spaces and three-dimensional metric
Lie groups was solved by O. Kowalski and
S. Nikcevic. Similar results were obtained by
D.N. Oskorbin, E.D. Rodionov, O.P. Khromova
for the one-dimensional curvature operator and the
sectional curvature operator.

The situation is less clear in the case of left-in-
variant Lorentzian metrics on Lie groups. The
problem of existence of a Lie group with left-
invariant Lorentzian metrics and prescribed values of
Ricci operator spectrum for left-invariant Lorentzian
metrics on three-dimensional Lie groups is studied in
the paper of G. Calvaruso and O. Kowalski.

In this paper, we consider the problem of
prescribed values for the operator of the sectional
curvature on three-dimensional metric Lie groups.

Key words: Lie algebras, Lie groups, left-invariant
Lorentzian metrics, curvature operators, spectrum.
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Введение, постановка задачи. Задачи
о восстановлении (псевдо)риманова многообразия
по предписанному спектру оператора кривизны
являются актуальным направлением в исследова-
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нии операторов кривизны. Римановы локально-
однородные пространства с предписанными зна-
чениями спектра оператора Риччи были опреде-
лены О. Ковальским и С. Никшевич в [1]. В случае
левоинвариантных лоренцевых метрик на трех-
мерных группах Ли известна работа Дж. Каль-
варузо, О. Ковальского [2], в которой исследуется
задача о существовании группы Ли с левоинвари-
антной лоренцевой метрикой и заданными значе-
ниями спектра оператора Риччи.

Более подробная информация об истории ис-
следований кривизны левоинвариантных (псев-
до)римановых метрик на группах Ли содержится
в [3–12].

Основная цель данной работы — изучить во-
прос о предписанных значениях оператора сек-
ционной кривизны на трехмерных метрических
группах Ли.

Основные определения и обозначения.
Пусть (G, g) – n-мерная группа Ли с левоинвари-
антной (псевдо)римановой метрикой g, {g, [·.·]} –
соответствующая алгебра Ли. Пусть ∇ – связ-
ность Леви-Чивита.

(Псевдо)риманова метрика g индуцирует ска-
лярное произведение 〈·, ·〉 на расслоении Λ2G
по правилу

〈X1 ∧X2, Y1 ∧ Y2〉 = det(〈Xi, Yi〉).

Риманов тензор кривизны в любой точке можно
рассматривать как оператор K : Λ2G→ Λ2G, на-
зываемый оператором секционной кривизны
и определяемый равенством

〈X ∧ Y,K(Z ∧ T )〉 = R(X,Y, Z, T ).

В отличие от случая римановой метрики,
где всегда существует ортонормированный базис,
в котором матрица оператора K диагональна,
в лоренцевом случае могут возникнуть различ-
ные случаи, известные как типы Сегре (см. [13]).
В размерности 3 возможны следующие случаи:
{111}, {1zz}, {21}, {3}.

Далее приведем математическую модель, поз-
воляющую вычислять компоненты матрицы K
как функции структурных констант ckij и метри-

ческого тензора gij (подробнее см. [6, 9, 14]):

cijs = ckijgks, Γij,k =
1

2
(cijk − cjki + ckij) ,

Γs
ij = Γij,kg

ks,

Rijkt = csijΓsk,t − Γs
jkΓis,t + Γs

ikΓjs,t,

g̃11 =

∣∣∣∣g22 g23
g32 g33

∣∣∣∣ , g̃12 =

∣∣∣∣g23 g21
g33 g31

∣∣∣∣ ,
g̃13 =

∣∣∣∣g21 g22
g31 g32

∣∣∣∣ , g̃22 =

∣∣∣∣g33 g31
g13 g11

∣∣∣∣ ,
g̃23 =

∣∣∣∣g31 g32
g11 g12

∣∣∣∣ , g̃33 =

∣∣∣∣g11 g12
g21 g22

∣∣∣∣ ,
‖g̃ij‖ = ‖g̃ij‖−1,

K11 = R2323, K12 = R2331, K13 = R2312,

K22 = R3131, K23 = R3112, K33 = R1212,

Kj
i = Kikg̃

kj .

(1)

Пусть теперь G – трехмерная группа Ли с ле-
воинвариантной лоренцевой метрикой.

Определим структурные константы и удоб-
ный для вычисления базис в случае трехмерных
групп Ли с левоинвариантной лоренцевой метри-
кой (см. [2, 9, 14,15]).

Лемма. Пусть G — трехмерная группа Ли
с левоинвариантной лоренцевой метрикой g и ал-
геброй Ли g, тогда в g существует базис, в ко-
тором структурные константы и метрический
тензор имеют один из видов, приведенных в таб-
лице 1.

Замечание. Существуют ровно шесть неизо-
морфных трехмерных унимодулярных алгебр Ли
и соответствующих им типов унимодулярных
трехмерных групп Ли (см. [3]). Все они приведены
в таблице 2 вместе с условиями на структурные
константы, при которых алгебра Ли имеет дан-
ный тип. Если в таблице 2 на пересечении строки,
соответствующей алгебре Ли, и столбца, соответ-
ствующему типу, стоит знак “−”, значит, что для
данной алгебры Ли невозможен соответствующий
тип базиса.

Предписанные значения оператора одно-
мерной кривизны K. Приведем результаты изу-
чения вопроса о предписанных значениях опера-
тора секционной кривизны на трехмерных метри-
ческих группах Ли.

Теорема 1. Трехмерная унимодулярная ал-
гебра Ли с лоренцевым скалярным произведе-
нием, допускающая базис типа A1, и операто-
ром секционной кривизны K существует в том
и только в том случае, если K имеет тип Се-
гре {111}, и собственные значения k1, k2, k3 удо-
влетворяют условиям

1. Либо k1 = k2 = k3 = 0,

2. Либо ровно два из выражений k1+k2, k1+k3,
k2 + k3 равны нулю.
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Таблица 1
Структурные константы и метрический тензор в удобных для вычислений базисах трехмерных

метрических алгебр Ли

Случай C g Ограничения
Алгебра Ли унимодулярна

A1 c312 = λ3, c231 = λ2, c132 = λ1 g22 = g33 = −g11 = 1
A2 c313 = c221 = 1, c312 = 1− λ2, c231 = 1 + λ2, c123 = λ1 g11 = g22 = −g33 = 1
A3 c112 = c131 = c223 = c323 = 1, c321 = c231 = c123 = λ g11 = g22 = −g33 = 1
A4 c312 = λ3, c131 = c223 = β, c231 = c132 = α g22 = g33 = −g11 = 1 β 6= 0

Алгебра Ли неунимодулярна

A c113 = λ sinϕ, c231 = µ cosϕ,
c123 = λ cosϕ, c223 = µ sinϕ

g11 = g22 = −g33 = 1
ϕ 6= πk, k ∈ Z,
λ+ µ 6= 0,
λ > 0, µ > 0

B c131 = t, c231 = s, c123 = p, c223 = q g22 = −g13 = −g31 = 1 q 6= t
C1 c131 = s, c213 = c123 = p, c223 = q g11 = g33 = −g22 = 1 q 6= s

C2 c113 = c223 = q, c231 = r, c123 = p g11 = g33 = −g22 = 1
q 6= 0,

p+ r 6= 0

Таблица 2
Трехмерные унимодулярные метрические алгебры Ли

Алг. Ли Ограничения на структурные константы
A1 A2 A3 A4

su(2) λ1 < 0, λ2, λ3 > 0 − − −
sl(2,R) λ1, λ2 > 0, λ3 < 0 или λ1, λ2 < 0, λ3 > 0 или λ1, λ2, λ3 > 0 λ1, λ2 6= 0 λ 6= 0 λ3 6= 0

e(2)
λ1 < 0, λ2 > 0, λ3 = 0 или λ1 < 0, λ2 = 0, λ3 > 0

или λ1 = 0, λ2, λ3 > 0
− − −

e(1, 1)
λ1, λ2 > 0, λ3 = 0 или λ1, λ3 > 0, λ2 = 0

или λ1 = 0, λ2 > 0, λ3 < 0

λ1 = 0, λ2 6= 0
или

λ1 6= 0, λ2 = 0
λ = 0 λ3 = 0

h λ1 < 0, λ2, λ3 = 0 или λ1 = λ3 = 0, λ2 > 0 или λ1, λ2 = 0, λ3 > 0 λ1, λ2 = 0 − −
R3 λ1, λ2, λ3 = 0 − − −

3. Либо (k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3) < 0.
Доказательство. Из (1) следует, что матрица

оператора секционной кривизны в базисе типа A1
имеет диагональный вид и ее собственные значе-
ния действительны и равны

k1 = −1

4
(λ3 + λ1 − λ2)2 + λ1(λ1 − λ2),

k2 = −1

4
(λ3 + λ2 − λ1)2 + λ2(λ2 − λ1),

k3 = −1

4
(λ3 + λ2 − λ1)2 + λ3(λ3 − λ1).

Пусть µi = 1
2 (λ1 +λ2 +λ3)−λi. Тогда заметим,

что

k1 + k2 = −2µ1µ2,

k1 + k3 = −2µ1µ3,

k2 + k3 = −2µ2µ3.

Пусть как минимум два из µi равны ну-
лю. Это влечет равенство нулю правых частей
у всех трех уравнений, и система имеет решение
k1 = k2 = k3 = 0.

Пусть одно из µi равно нулю, тогда ровно два
из выражений k1 +k2, k1 +k3, k2 +k3 равны нулю.

Пусть µi 6= 0, тогда из равенств

µ2
1 = −1

2

(k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3)

(k1 + k2 + k3 − ki)2

вытекает, что система разрешима тогда и только
тогда, когда

(k1 + k2)(k1 + k3)(k2 + k3) < 0.

Для остальных случаев формулировки и дока-
зательства теорем строятся аналогично.

Заключение. В результате проведенных ис-
следований были даны ответы на часть нерешен-
ных проблем теории операторов кривизны на мет-
рических группах Ли малой размерности, а имен-
но найдены необходимые и достаточные условия
существования трехмерной метрической группы
Ли с предписанными значениями спектра опера-
тора секционной кривизны.
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