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В последнее время активно изучаются раз-
личные обобщения многообразий Эйнштейна, на-
пример многообразия с тривиальным тензором
Схоутена-Вейля, а также солитоны Риччи, впер-
вые рассмотренные Р. Гамильтоном.

Солитоны Риччи на однородных (псев-
до)римановых пространствах и, в частности, на
группах Ли изучались многими математиками.
Так, например, на группах Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой размерности не более
четырех (и унимодулярных групп Ли любой раз-
мерности) не существует нетривиальных одно-
родных инвариантных солитонов Риччи. Вопрос
о существовании нетривиальных однородных ин-
вариантных солитонов Риччи на группах Ли раз-
мерности более четырех с левоинвариантной ри-
мановой метрикой до сих пор остается открытым.

Другим важным примером солитонов Рич-
чи являются алгебраические солитоны Риччи на
группах Ли, которые впервые были рассмотрены
Х. Лауре. Позднее было доказано, что каждый ал-
гебраический солитон Риччи на группе Ли с ле-
воинвариантной (псевдо)римановой метрикой яв-
ляется однородным солитоном Риччи.

В данной работе показано существование
нетривиальных алгебраических и однородных ин-
вариантных солитонов Риччи на конформно плос-
ких группах Ли в случае недиагонализируемого
оператора Риччи, а также на группах Ли с гармо-
ническим тензором Вейля.
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In recent years, various generalizations of
Einstein manifolds are actively studied, for example,
manifolds with the trivial Schouten-Weyl tensor,
and Ricci solitons, which were first considered by
R. Hamilton.

Ricci solitons on homogeneous (pseudo)Rieman-
nian spaces and, in particular, on the Lie groups have
been studied by many mathematicians. For example,
there are no nontrivial homogeneous invariant Ricci
solitons on three and four-dimensional Lie groups
with a left-invariant Riemannian metric. A similar
result was proved for the unimodular Lie groups with
a left-invariant Riemannian metric in any dimension.
However, this question is still an open problem for
nonunimodular Lie groups of dimension more than 4.

Another important example of Ricci solitons is
the case of algebraic Ricci solitons on Lie groups,
first considered by J. Lauret. Later, it was proved
that every algebraic Ricci soliton on a Lie group
with left-invariant (pseudo)Riemannian metric is
a homogeneous Ricci soliton.

This paper shows the existence of non-trivial
algebraic and homogeneous invariant Ricci solitons
on conformally flat Lie groups in the case of
nondiagonalizable Ricci operator. Also, a non-
diagonalizable Ricci operator on Lie groups with
harmonic Weyl tensor is demonstrated.

Key words: metric Lie groups, metric Lie algebras,
algebraic Ricci solitons, homogeneous invariant Ricci
solitons, nondiagonalizable Ricci operator.

Введение, обзор, определения и поста-
новка задачи. Исследованию многообразий по-
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№16–01–00336A, №16–31–00048мол_а), Минобрнауки РФ
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стоянной кривизны Риччи, или эйнштейновых
многообразий, посвящены работы многих матема-
тиков (см., например, обзоры [1, 2]). В последнее
время изучаются различные обобщения многооб-
разий Эйштейна, одними из которых являются со-
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литоны Риччи, впервые рассмотреные Р. Гамиль-
тоном в работе [3].

Определение 1. (Псевдо)риманово многооб-
разие (M, g) называется солитоном Риччи, если
метрика g удовлетворяет уравнению

r = Λ · g + LXg, (1)

где r — тензор Риччи, Λ ∈ R — константа, LXg —
производная Ли метрики g по направлению пол-
ного дифференцируемого векторного поля X.
(G/H, g) — однородное (псевдо)риманово про-
странство, удовлетворяющее (1), называется од-
нородным солитоном Риччи.
(G, g) — группа Ли с левоинвариантной (псев-
до)римановой метрикой, удовлетворяющая (1)
с некоторым левоинвариантным векторным по-
лем X, называется однородным инвариантным
солитоном Риччи.

Солитоны Риччи естественным образом связа-
ны с решениями уравнения потока Риччи [3]. Мет-
рика g0 — метрика солитона Риччи тогда и только
тогда, когда g(t) = σ(t)ψ∗

t (g0) — решение уравне-
ния потока Риччи:

∂g

∂t
= −2r(g), g(0) = g0,

где r(g) — тензор Риччи метрики g, σ(t) — глад-
кая функция, ψt — однопараметрическое семей-
ство диффеоморфизмов на многообразии, причем
σ(0) = 1 и ψ0 = idMn .

Определение 2. Солитон Риччи называется
растягивающимся, если Λ < 0; устойчивым, если
Λ = 0; стягивающимся, если Λ > 0. Также назо-
вем солитон Риччи тривиальным, если он изомет-
ричен многообразию Эйнштейна или пряму про-
изведению эйнштейнового многообразия и (псев-
до)евклидова пространства.

Если однородный риманов солитон устойчив,
то тензор Риччи тривиален (см. подробнее в [4])
и, по теореме Алексеевского-Кимельфельда, мно-
гообразие является плоским (см. [5]). В случае
стягивающегося однородного риманова солитона
из работ [3, 6] вытекает, что он изометричен про-
изведению компактного однородного эйнштейно-
ва многообразия и евклидова пространства. Ес-
ли однородный риманов солитон растягивающий-
ся, то M некомпактно (см. [7]). Известные нетри-
виальные растягивающиеся однородные римано-
вы солитоны Риччи изометричны солвсолитонам
(см. [8, 9]).

Кроме того, на группах Ли с левоинвариант-
ной римановой метрикой размерности не более
четырех не существует нетривиальных однород-
ных инвариантных солитонов Риччи (см. [10–12]).
Аналогичный факт известен для унимодулярных
групп Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой любой конечной размерности. Вопрос о су-
ществовании нетривиальных однородных инвари-

антных солитонов Риччи на группах Ли размер-
ности более четырех с левоинвариантной римано-
вой метрикой до сих пор остается открытым.

Определение 3. Группа Ли G с левоинвари-
антной (псевдо)римановой метрикой g называется
алгебраическим солитоном Риччи, если выполня-
ется уравнение

ρ = Λ · Id +D,

где ρ — оператор Риччи, Λ ∈ R — константа, Id —
тождественный оператор, D — оператор диффе-
ренцирования алгебры g.

Другим важным примером являются алгебра-
ические солитоны Риччи на группах Ли, которые
впервые были рассмотрены Х. Лауре. Им же бы-
ло доказано, что каждый алгебраический солитон
Риччи на группе Ли с левоинвариантной рима-
новой метрикой является однородным солитоном
Риччи (см. [13]). Позднее этот результат был обоб-
щен К. Онда на случай групп Ли с левоинвари-
антной псевдоримановой метрикой (см. [14]).

В случае однородных псевдоримановых про-
странств ситуация представляется менее ясной.
Так, в работах [15, 16] получена классификация
алгебраических и однородных инвариантных со-
литонов Риччи на трехмерных метрических груп-
пах Ли. Кроме того, было доказано, что в псевдо-
римановом случае существуют однородные инва-
риантные солитоны Риччи, которые не являются
алгебраическими.

В случае четырехмерных однородных псевдо-
римановых пространств известна работа [17], в ко-
торой получена классификация алгебраических
солитонов Риччи на обобщенно симметрических
пространствах, а также статья [18], где изучаются
однородные инвариантные солитоны Риччи на че-
тырехмерных однородных псевдоримановых про-
странствах с нетривиальной подгруппой изотро-
пии.

Работы [19,20] посвящены изучению алгебраи-
ческих солитонов Риччи на группах Ли с триви-
альным (W = 0) или гармоническим (divW = 0)
тензором Вейля. В них доказана следующая тео-
рема.

Теорема [19, 20]. Пусть G — группа Ли с ле-
воинвариантной (псевдо)римановой метрикой ал-
гебраического солитона Риччи и divW = 0 (или,
в частности, W = 0). Если оператор Риччи диа-
гонализируем, то алгебраический солитон Риччи
тривиален.

Целью данной статьи является рассмотрение
некоторых примеров алгебраических солитонов
Риччи на n-мерных метрических группах Ли
с тривиальным (W = 0) или гармоническим
(divW = 0) тензором Вейля и с недиагонализиру-
емым оператором Риччи, что является существен-
ным дополнением к результатам работ [11, 12, 14,
15,19,20].
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Метрическая алгебра Ли g1. Рассмотрим
метрическую алгебру Ли g1 = Rn−1oR размерно-
сти n > 3, ненулевые скобки Ли которой задаются
равенствами

[ei, en] = αei, i 6 n− 2, [en−1, en] = βen−1, (2)

где α =
β(n−2)±

√
(n−2)(β2(n−2)−4ε0)

2(n−2) . Нетривиаль-
ные скалярные произведения задаются следую-
щими равенствами:

〈ei, ei〉 = εi, если i 6 n− 2, 〈en−1, en〉 = ε0.

Прямые вычисления показывают, что опера-
тор Риччи алгебры g1 в данном базисе имеет вид

ρ(ei) = 0, i 6= n; ρ(en) = en−1,

из чего следует, что оператор Риччи не является
диагонализируемым.

Из вида коммутационных соотношений (2) сле-
дует, что [g1, g1] ⊆ span(e1, . . . , en−1), а значит

ρ([ei, ej ]) = 0.

Пусть i, j 6= n, тогда

[ρ(ei), ej ] + [ei, ρ(ej)] = 0,

если же i = n и j 6= n, то

[ρ(en), ej ] + [en, ρ(ej)] = [en−1, ej ] = 0.

Из вышеприведенных выкладок следует, что опе-
ратор Риччи ρ является дифференцированием
в алгебре Ли g1, а значит метрическая алгеб-
ра Ли g1 является устойчивым алгебраическим
солитоном Риччи. Нетривиальность данного со-
литона следует из того, что оператор Риччи не
является диагонализируемым.

Кроме того, пусть β 6= 0, тогда рассмотрим
вектор X = 1

β en−1. Тогда оператор adX имеет вид

adX(ei) = 0, i 6= n; adX(en) = en−1.

Таким образом, метрическая алгебра Ли g1 явля-
ется однородным инвариантным солитоном Рич-
чи (см. [19]).

Отметим также, что метрическая ал-
гебра Ли g1 является конформно плоской
(т.е. W = 0), а при β = 0 — локально симмет-
ричной (т.е. ∇R = 0). Таким образом, данный
пример дополняет результаты работы [19], где
показано, что каждый алгебраический солитон
Риччи на конформно плоской метрической груп-
пе Ли с диагонализируемым оператором Риччи
является тривиальным.

Метрическая алгебра Ли g2. Рассмотрим
метрическую алгебру Ли g2 = Rn−1oR размерно-
сти n > 3, ненулевые скобки Ли которой задаются
равенствами

[ei, en] = αiei, i 6 n− 2, [en−1, en] = βen−1,

где параметры αi и β выбираются так, чтобы

n−2∑
i=1

α2
i − β

n−2∑
i=1

αi + ε0 = 0.

Нетривиальные скалярные произведения задают-
ся следующими равенствами:

〈ei, ei〉 = εi, если i 6 n− 2, 〈en−1, en〉 = ε0.

Отметим, что метрическая алгебра Ли g2 при
αi = α для любого i совпадает с метрической ал-
геброй Ли g1.

Как и в случае алгебры g1, аналогичные вы-
кладки показывают, что оператор Риччи алгеб-
ры g2 является недиагонализируемым, а также
что метрическая алгебра Ли g2 — нетривиаль-
ный устойчивый алгебраический солитон Риччи
и нетривиальный однородный инвариантный со-
литон Риччи.

Метрическая алгебра Ли g2 имеет гармониче-
ский тензор Вейля (т.е. divW = 0), а при β = 0
является локально симметричной (т.е. ∇R = 0).
Она является конформно плоской тогда и толь-
ко тогда, когда совпадает с метрической алгеб-
рой Ли g1, т.е. при равных параметрах αi. Та-
ким образом, данный пример дополняет результа-
ты работы [20], где показано, что каждый алгеб-
раический солитон Риччи на метрической груп-
пе Ли с гармоническим тензором Вейля и диаго-
нализируемым оператором Риччи является три-
виальным.

Заключение. В результате проведенных ис-
следований решена часть задач теории солитонов
Риччи, получены следующие результаты:
1. Показано, что в случае недиагонализируемо-

го оператора Риччи существуют нетривиаль-
ные алгебраические солитоны Риччи на кон-
формно плоских группах Ли произвольной
размерности больше либо равной 3.

2. Построен пример однородного инвариантного
солитона Риччи на конформно плоской груп-
пе Ли произвольной размерности.

3. Доказано существование нетривиальных ал-
гебраических и однородных инвариантных
солитонов Риччи на группах Ли с гармони-
ческим тензором Вейля и недиагонализируе-
мым оператором Риччи.
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