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Рассматриваются два алгоритма диагонализации 
действительных трехдиагональных симметричных 
матриц, сохраняющие инвариантной (неизменной) 
трехдиагональную форму и обеспечивающие высокое 
быстродействие, сравнимое с наиболее быстродей-
ствующими алгоритмами QR-метода и аналогичными 
методами. Предлагаемые алгоритмы диагонализации 
матриц используют элементарные плоские враще-
ния, которые по сравнению с преобразованиями от-
ражений обладают абсолютной устойчивостью вы-
числений по Уилкинсону. Приведено доказательство 
абсолютно устойчивой сходимости предлагаемых ал-
горитмов, определяющейся по своей сути «интеграль-
ными» свойствами в отличие от «дифференциаль-
ных» свойств окрестности сходимости в QR-методе, 
для которого на практике все-таки встречаются слу-
чаи неустойчивости и потери точности вычисления 
собственных чисел. Рассмотрены априорные оцен-
ки максимальных погрешностей диагонализации 
для каждого предлагаемого алгоритма и зависимо-
сти временных затрат на диагонализацию матриц ал-
горитмами автора и QR-методом, полученных на ос-
нове вычислительных экспериментов для широкого 
класса трехдиагональных симметричных матриц.

Ключевые слова: трехдиагональная симметричная ма-
трица, плоские вращения, быстродействие, алгоритмы 
диагонализации матриц.

This paper discusses two algorithms for diagonal-
ization of real symmetric tridiagonal matrices. The pro-
posed algorithms preserve the invariant (unchanged) 
tridiagonal form and provide high performance compa-
rable with the most high-performance QR-algorithms 
and similar techniques. Contrary to the transformations 
of reflections, the presented algorithms of matrices di-
agonalization using elementary planar rotations have 
absolute stability of calculations (Wilkinson stability). 
In this paper, the absolutely stable convergence of the pro-
posed algorithms is proved. Convergence criteria are 
defined inherently by “integral” properties in contrast 
with “differential” properties of neighborhood conver-
gence of QR-algorithms (in practice, QR-algorithms are 
prone to instability and loss of accuracy for eigenvalues 
computation under certain conditions). A priori estimates 
of maximum values of diagonalization error for proposed 
algorithms are provided. Also, the paper discusses the re-
sults of numerical experiments for a wide class of sym-
metric matrices conducnted to elaborate matrices di-
agonalization time dependencies for QR-techniques and 
proposed algorithms. 

Key words: tridiagonal symmetric matrix, planar rotations, 
high-performance, algorithms for matrices diagonalization.
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Введение. Как известно [1], наиболее эффективные 
методы Гивенса и Хаусхолдера приводят квадратную 
симметрическую матрицу размерности n к трехдиаго-
нальной симметричной форме за конечное число шагов 
(объем вычислений пропорционален n3). Алгоритмы 
диагонализации, использующие ортогональные преоб-

разования и сохраняющие инвариантной (неизменной) 
трехдиагональную форму, характеризуются меньшим 
объемом порядка n2. К таким эффективным алгоритмам 
относятся алгоритмы QR-метода, различающиеся стра-
тегией выбора так называемого «сдвига» (сдвиги Релея, 
Уилкинсона и др. [1-7]). Несмотря на очень высокое 
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быстродействие и теоретически обоснованную устой-
чивость вычислений в QR-методе, при использовании 
«отражений» на практике, хотя и редко, но все-таки 
происходят случаи потери точности или неустойчиво-
сти вычислений [1, 8]. В случае патологически близких 
собственных чисел матрицы значения «сдвигов» могут 
приближаться то к одному, то к другому собственному 
числу матрицы (возможна неустойчивость сходимо-
сти [8]). То есть в QR-методе сходимость определяется 
близостью значения сдвига к собственному числу (ма-
лой окрестностью), иначе говоря, сходимость зависит 
от дифференциальных свойств плотности распределе-
ния спектра собственных чисел матрицы. 

В данной работе рассматриваются два алгоритма 
диагонализации трехдиагональных симметричных ма-
триц на основе плоских вращений (обозначение пер-
вого – MS3DTG90, второго – MS3DTGJac), сохраняю-

щие инвариантной трехдиагональную симметричную 
форму и обеспечивающие абсолютную сходимость 
и устойчивость, а также высокое быстродействие, 
сравнимое с быстродействием алгоритмов QR-метода.

1. Математическое обоснование алгоритмов 
MS3DTG90 и MS3DTGJac. В предлагаемых алго-
ритмах производится последовательность так назы-
ваемых «больших» итераций (БИ), состоящих из (n-1) 
элементарных плоских вращений в плоскостях с цен-
трами (i,i+1), где i = 1,2,….,(n-1). На (k+1)-ой «боль-
шой итерации (БИ)», где ,......2,1,0k , в результате 
1-го вращения в плоскости (1,2), осуществляемого 
двусторонним матричным преобразованием с помо-
щью матрицы )1(

1
kU , нулевые значения элементов  

и  матрицы )(kA  пересчитываются в ненулевые эле-
менты («выступы» z на рисунке а, элементы 3 диаго-
налей матрицы 5-го порядка обозначены символом x).

                 а)                                            б)                                            в)                                          г)

Структурное отображение преобразований матрицы )(kA  на (k+1)-ой БИ

На фрагментах рисунка показаны результаты по-
следующих вращений Гивенса в плоскостях с цен-
трами (i, i+1), где i = 2,3,4. В результате двусторонне-
го преобразования вращениями Гивенса [1] в конце 
(k+1)-ой БИ выступы z «сгоняются» за пределы ма-
трицы и восстанавливается трехдиагональный вид: 
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В матрице )1( k
iU  отличны от нуля только лишь эле-

менты [1, c. 127]: а) в позициях ),( ii  и )1,1(  ii  опре-
делено значение )1( k

ic  — косинуса угла вращения; 
б) оставшиеся диагональные элементы равны 1; 
в) в позициях )1,( ii  и ),1( ii   определены, со-
ответственно, значения синуса )1( k

is  и )( )1(  k
is . 

Определенное число БИ производит в верхней части 
матрицы отделение двух собственных чисел для ал-
горитма MS3DTG90, а для алгоритма MS3DTGJac — 

трех собственных чисел (происходит «исчерпыва-
ние матрицы сверху» [1, 8]). То есть в верхней части 
матрицы «удлиняется» диагональная структура соб-
ственных чисел, а в нижней части сокращается трех-
диагональная структура (рис., г). В конце всех эта-
пов исчерпывания матрица имеет диагональный вид.

На каждой  )1(k -ой БИ для первого алгоритма 
MS3DTG90 начальное вращение в плоскости (1,2) 
осуществляется на   90 градусов [8]

                    c1
(k +1) = 0,   s1

(k +1) =  1,                        (3)

Во втором алгоритме MS3DTGJac начальным яв-
ляется вращение Якоби [8], т.е. тангенс двойного угла 
начального вращения определяется выражением

           ,              (4)

где через )(k
ib  обозначены элементы двух симме-

трично совпадающих кодиагоналей матрицы )(kA , 
а через )(k

ia   — элементы диагонали матрицы )(kA . 
Значение угла вращения в плоскости (1,2) согласно 
(4) необходимо выбирать наименьшим по модулю. 
Отметим, что вращение (4) обнуляет элемент )(

1
kb , 
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и поэтому следующее вращение Гивенса для «сго-
на выступа вниз» (рис., а) по своей алгоритмической 
сути совпадает с начальным вращением алгоритма 
MS3DTG90, так как 0)1(

2 kc  и )( )1(
1

)1(
2

  kk ssigns , 
т.е. 1)1(

2 ks . Последующие вращения для алгорит-
ма MS3DTGJac в плоскостях (i, i+1), где i = 3,4,…, 
n-1, структурно и по алгоритмической сути совпа-

дают с последовательностью вращений алгоритма 
MS3DTG90 с той лишь разницей, что эти вращения 
в алгоритме MS3DTGJac совершаются, начиная с пло-
скости (2,3). Ниже для этих алгоритмов приведены об-
щие выражения (согласно рис.) для вращений в пло-
скостях (i, i+1), где i=2, 3,…, n-1:

С целью уменьшения числа мультипликативных 
операций (умножений, делений) запишем алгоритм 

в более рациональной форме [8]:

 
В  )1(k -ой БИ диагональные элементы )(k

ia , кро-
ме первого и последнего, пересчитываются два раза 
вращениями в плоскостях ),1( ii   и )1,( ii , а сим-
метричные элементы )(k

ib  двух кодиагоналей, кроме 
первого и последнего, пересчитываются три раза вра-
щениями в плоскостях ),1( ii  , )1,( ii  и )2,1(  ii . 
Элемент )(k

ia  после вращения в плоскости )1,( ii  обо-
значен как )1(~ k

ia , а его результирующее значение )1( k
ia  

в  )1(k -ой БИ определяется вращением в плоскости 
)1,( ii . Элемент )(k

ib  вращением в плоскости ),1( ii   
пересчитывается как )1(

1
)( 
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k
i cb , после вращения в пло-

скости )1,( ii  он обозначен как )1(~ k
ib , а после враще-

ния в плоскости )2,1(  ii  определяется его резуль-
тирующее значение )1( k

ib  в  )1(k ой БИ. Значения 
)1(

1
kc  и )1(

1
ks  в алгоритмах MS3DTG90 и MS3DTGJac 

определяются, соответственно, формулами (3) и (4); 
остальные же вращения – группой формул (5). 

1.1. Сходимость алгоритма MS3DTG90. В каж-
дой (k+1)-ой БИ вращение в плоскости (1,2) опреде-
ляет: .1,0 )1(

1
)1(

1   kk sc  Смена знака )1(
1

ks  результат 
(k+1)-ой БИ не изменяет (положим 1)1(

1 ks ). Вращения 
в плоскостях (1,2) и (2,3) дают результаты [8]

:

                                                                       ,                                                                  (6)

                                                        ,                                                          (7)

                                    ,                                      (8)

(5)

Теорема 1. Алгоритм MS3DTG90, определяемый 
начальным вращением (3) и соотношениями (5), аб-
солютно сходится.

Доказательство. При k  из (6) следует 
.

Как известно [1, 8], евклидова норма матрицы и ее 
квадрат (сумма квадратов элементов матрицы) явля-
ются инвариантами матрицы (сохраняются в про-
цессе унитарных преобразований). Следовательно, 
элемент )(

1
b  ограничен некоторой положительной 
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Используя формулы (5), имеем результаты враще-
ний в плоскостях (2,3), (3,4):

                 
2)(

3
2

1
)1(

2 )( k
k

k bxb  
 ,                         (12)

константой В, то есть Bb )(
1 . Поэтому знакополо-

жительный ряд 


0

2)(
2 )(

k

kb  является абсолютно сходя-
щимся, а по необходимому условию сходимости ряда 
следует условие 0)(

2 kb  при k . Отсюда с учетом 
(6), (7), (8) следует, что 0)(

2 ks  при k . Начиная 
с некоторых k , значением )(

2
kb  можно пренебречь, 

поэтому в верхней части матрицы отделяется блок 
2-го порядка. Вращение Якоби в этом блоке опреде-
ляет два собственных числа (исчерпывание матрицы 
сверху). Таким образом, для алгоритма MS3DTG90 
выше приведено доказательство абсолютной сходи-
мости, гарантированной независимо от свойств «об-
условленности» матрицы.

1.2. Сходимость алгоритма MS3DTGJac. В каж-
дой  )1(k -ой БИ в плоскости (1,2) производится вра-
щение Якоби [8]:

          
в результате чего элемент 0~ )1(

1 kb . Следовательно, 
вращение в плоскости (2,3) аналогично начальному 
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2 kc  
и )( )1(

1
)1(

2
  kk ssigns . Выбор определенного значения 

угла )1(
1
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димости алгоритма MS3DTGJac. В  )1(k -ой БИ на-
чальное вращение в плоскости (1,2) определяет эле-
мент  как

в силу тригонометрических тождеств 
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Определив  
, которые, очевидным обра-

зом, удовлетворяют (9), можно записать

,                  (9)

                                   ,                              (10)

Теорема 2. Алгоритм MS3DTGJac, опреде-
ляемый начальным вращением (9), соотношени-
ями  (5)  и  условиями   

)(2 )(
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kbsignsign  ,  а б с о л ю т н о  с х о д и т с я . 
Доказательство. С учетом (10) получаем нера-
венство
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Величина 2)(
1 )( a  ограничена некоторой констан-

той В, так как евклидова норма матрицы сохраня-
ется в унитарных преобразованиях. Следовательно, 
знакоположительный ряд 



0

2)(
1 )(

k

kb  абсолютно схо-
дится. По необходимому условию сходимости ряда 

0)(
1 kb  при k . Начиная с некоторых k , значе-
нием )(

1
kb  можно пренебречь, и в верхней части ма-

трицы отделяется собственное число, равное значе-
нию элемента )(

1
ka . Однако одновременно с условием 

0)(
1 kb  при k  в соответствии с (11) и (12) и ве-
личина 0)(

1 ks . Следовательно, 1)(
1 kc  и начиная 

с некоторого pk  , в «асимптотике» (12) можно вы-

разить в виде 2)(
3

2)(
2

)1(
2 )()( kkk bbb  , которое в силу 

свойства рекуррентности позволяет записать выраже-

ние 




 
pk

kp bbb 2)(
3

2)(
2

2)(
2 )()()( .

В силу сохранения евклидовой нормы матрицы 
в унитарных преобразованиях знакоположительный 

ряд 


 pk

kb 2)(
3 )(  абсолютно сходится. По необходимо-

му условию сходимости ряда 0)(
3 kb  при k . 

Начиная с некоторых k  значением )(
3

kb  можно пре-
небречь, и тем самым отделяется блок 2-го порядка 
с центрами в плоскости (2,3), вращение Якоби в кото-
рой определяет два собственных числа. В итоге про-
изводится исчерпывание матрицы сверху в количестве 
трех собственных чисел. Таким образом, для алгорит-
ма MS3DTGJac гарантируется абсолютная сходимость 
независимо от свойств «обусловленности» матрицы.

2. Оценки погрешностей и результаты чис-
ленных экспериментов. Скорость сходимости ал-
горитмов (процесс исчерпывания) зависит от спек-
тральных свойств исходной матрицы. Для алгоритма 
MS3DTG90 с учетом формул (6)-(8) можно записать 
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kkk sGsbBbbs  

 ,  г д е 
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kk bBG . Так как )1(

1
kb  растет, а )(

2
ks  и )(

2
kb  стре-

мятся к нулю при k , тогда, начиная с некоторых 
k , величина 1kG становится «сжимающим опера-
тором» ( 11 kG ). Чем меньше k , начиная с которо-
го 11 kG , и чем kG  ближе к нулю, тем быстрее про-
исходит отделение клетки второго порядка сверху, 
а значит и быстрее происходит полная диагонализа-
ция матрицы.

Для алгоритма MS3DTGJac с учетом (11) 
выражение  (9 )  можно  переписать  в  виде 

 где . 

Если на первых итерациях разность )(
2

)(
1

kk aa   близка 

к нулю, тогда из (9) следует 4/)1(
1  k  и  

а  из  ( 1 0 )  следует   

В выражении (13) показано монотонное возрас-
тание )(

1
ka  при k . Следовательно, при k  

для величины )1(
2

)1(
1

)(
22 /2 

  kkk
k aabG  в асим-

птотическом режиме сходимости будет выполнять-
ся условие 11 kG , а в соответствии с «замеча-
тельными пределами», а также с вышеполученным 

выражением , можно записать: 

2/)(
11

)1(
1

k
k

k sGs  
  или 2/)(

1
)1(

1
kk ss  .

Из последнего неравенства следует, что не более 
24 итераций требуется для достижения «одинарной» 
относительной точности порядка 10-7 (при этом от-
деляется три собственных числа). То есть не более 
восьми итераций достаточно на отделение одного 
собственного числа, что подтверждается численны-
ми экспериментами [8]. Анализ вычислительных по-
грешностей алгоритмов MS3DTG90 и MS3DTGJac 
довольно громоздкий. В [8] подробно изложен вывод 
априорных оценок погрешностей для этих алгорит-
мов, имеющих вид:

а) для алгоритма MS3DTG90:
 
         ,            (14)

б) для алгоритма MS3DTGJac:

         ,            (15)

где ;  — в режиме одинарной точ-
ности, либо  — в режиме двойной точ-
ности вычислений; A  и MA)(  — диагональные 
матрицы, соответственно, точных и вычисленных 
алгоритмами собственных чисел трехдиагональных 
симметрических матриц. Оценки (14) и (15) показы-
вают максимально возможные значения погрешностей 
при определении собственных чисел матриц, соот-
ветственно, алгоритмами MS3DTG90 и MS3DTGJac.

Вычислительные эксперименты для широкого 
класса трехдиагональных симметричных матриц по-
казали следующие зависимости временных затрат [8]: 

а) для QR-алгоритмов: ; б) для алгоритма 
MS3DTG90: 4,1nt   ; в) для алгоритма MS3DTGJac: 

4,18,0 nt   . Параметр   оказался на два порядка 
больше параметра , но для алгоритмов MS3DTG90 
и MS3DTGJac в асимптотике роста n (например, уже 
при ) становится «регулярным» исчерпывание 
матрицы снизу [8], что и объясняет понижение пока-
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зателя степени до 1,4. Поэтому выравнивание затрат 
на диагонализацию матриц алгоритмами MS3DTG90, 
MS3DTGJac и QR–методом происходит при 700n .

Заключение. В задачах диагонализации трехди-
агональных симметричных матриц могут быть ис-
пользованы алгоритмы MS3DTG90 MS3DTGJac, со-

храняющие инвариантной трехдиагональную форму 
и обеспечивающие абсолютную сходимость и устой-
чивость вычислений, а также высокое быстродей-
ствие, сравнимое с быстродействием QR-метода 
при 700n .
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