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Изучается влияние ширины канала на гидро-
упругие волны в канале, покрытом льдом, вы-
званные движением нагрузки вдоль ледового по-
крова. Внешняя нагрузка моделируется гладким
локально распределенным давлением. За осно-
ву математической модели берутся дифференци-
альное уравнение колебаний вязкоупругой ледо-
вой пластины и уравнение Лапласа для потенци-
ала скорости течения жидкости под ледовым по-
кровом. Данные уравнения замыкаются гранич-
ными условиями непротекания на стенках и дне
канала, условиями жесткого защемления льда
на стенках канала, кинематическим и динамиче-
ским условием на границе раздела лед — жид-
кость. Исследуется решение в виде бегущей вол-
ны, которое не зависит от времени в системе ко-
ординат, движущейся вместе с внешней нагруз-
кой. С помощью преобразования Фурье по пере-
менной, направленной вдоль канала, рассматри-
ваемая задача сводится к двумерной задаче от-
носительно профиля волны поперек канала, кото-
рая решается методом разложения профиля вол-
ны на нормальные моды колебаний закрепленной
балки. Задача о колебаниях бесконечного ледово-
го покрова решается с помощью двойного преоб-
разования Фурье. Проведен анализ численных ре-
зультатов при увеличении ширины канала, а так-
же сравнение полученного решения с решением
для бесконечной пластины.
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In this paper, the channel width influence
on hydroelastic waves in an ice-covered channel
is investigated. Waves are generated by a load
moving along the ice sheet. External load is
modeled by a localized smooth pressure distri-
bution. The differential equation of oscillations of
viscoelastic ice plate and the Laplace equation for
the velocity potential of fluid flow under the ice
cover are used as a mathematical model. These
equations are supplemented with impermeability
boundary conditions on channel walls and bottom,
clamped conditions for ice on the channel walls,
and the kinematic and the dynamic condition on
the ice — liquid interface. The time-independent
travelling wave solution in a coordinate system
moving with the external load is studied. Applying
the Fourier transformation allows the initial problem
to be reduced to the two-dimensional problem
of wave profile across the channel, which is solved
by the normal mode method for a fixed beam.
The problem of deflections in the infinite ice sheet is
solved by double Fourier transformation. Numerical
results of the channel width influence are discussed.
The ice defection and strains in the ice sheet are
calculated and compared with the results of problem
solution for infinite ice plate.

Key words: ice sheet, hydroelastic waves, moving

load, channel.

Введение. Целью данного исследования яв-
ляется изучение возможности разрушения льда
движущимся судном [1]. Для разрушения льда
могут использоваться судна на воздушной подуш-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке государ-
ственного задания Министерства №2014/2 и гранта РФФИ
№13-08-01097.

ке, которые движутся вдоль замороженной ча-
сти реки на определенной скорости и создают
напряженно-деформированное состояние ледово-
го покрова. Вызванные напряжения могут быть
достаточными для ломки льда [2–4].

Проблемы о колебаниях ледового покрова хо-
рошо изучены в прошлом для прогрессивных
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волн в канале (см., например, [5–7]), для бес-
конечной ледовой пластины [8, 9] и для полу-
бесконечного ледового покрова [10], когда лед
крепится к одной вертикальной стенке. Нагруз-
ка двигалась с постоянной скоростью вдоль ле-
дового покрова и моделировалась точкой дав-
ления или локализованным гладким распределе-
нием внешнего давления [11]. Проблемы иссле-
довались в рамках линейной теории гидроупру-
гих волн [12, 13]. Жидкость предполагается иде-
альной и несжимаемой [14]. Движение жидкости
является потенциальным и вызвано отклонени-
ем ледового покрова от состояния покоя. Иссле-
довались задачи с закрепленным и незакреплен-
ным ледовым покровом [15]. Исследуется ледо-
вый покров постоянной толщины. В данной ра-
боте рассматриваемая задача исследуется с уче-
том гладкой локализованной нагрузки, движу-
щейся между двумя вертикальными стенками
по ледовому покрову, прикрепленному к стенкам.
Основное внимание в статье уделено прогибам
ледового покрова и изгибающим напряжениям,
в частности, на стенках канала. Прогибы льда
и изгибающие напряжения изучаются при задан-
ных физических характеристиках ледового по-
крова. Практический интерес исследования за-
ключается в ответе на вопрос — может ли движу-
щаяся нагрузка сломать лед, в частности, вблизи
стенок канала.

В первой части статьи были исследованы
прогибы и удлинения в ледовом покрове кана-
ла при заданных физических параметрах ледо-
вого покрова, форме и скорости нагрузки [1].
В данной работе основной упор делается на ис-
следование динамики прогибов и удлинений в ле-
довом покрове, а также изменение критической
скорости в зависимости от ширины канала.

1. Постановка задачи о колебаниях
бесконечной незакрепленной ледовой плас-
тины. Рассматривается прогиб бесконечного
незакрепленного ледового покрова, вызванный
движением внешней нагрузки по ледовому
покрову. По переменным x и y ледовой по-
кров считается бесконечным (−∞ < x < ∞,
−∞ < y < ∞). Канал наполнен идеальной
жидкостью с плотностью ρ и глубиной H
(−H < z < 0, x, y, z — декартовы коорди-
наты). Жидкость покрыта ледовым покровом
постоянной толщины hi c изгибной жесткостью
D = Eh3

i /[12(1 − ν2)], где E — модуль Юнга,
ν — коэффициент Пуассона для льда. Ледовый
покров канала моделируется как тонкая вязко-
упругая ледовая пластина. Внешняя нагрузка
моделируется как пятно давления, движущееся
по пластине в положительном направлении оси x
с постоянной скоростью U . В результате нагрузки
лед отклоняется от исходного состояния (z = 0)
на величину w∞(x, y, t).

Внешняя нагрузка моделируется гладкой ло-
кализованной функцией

P (x, y, t) = −P0P1

(

x− Ut

H

)

P2

( y

H

)

(−∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞), (1)

P1

(

x− Ut

H

)

=

=
cos(πc

(

x−Ut
H

)

) + 1

2
,

∣

∣

∣

∣

x− Ut

H

∣

∣

∣

∣

< 1/c,

P1 = 0,

∣

∣

∣

∣

x− Ut

H

∣

∣

∣

∣

≥ 1/c,

P2

( y

H

)

=
cos

(

πky
H

)

+ 1

2
,
∣

∣

∣

y

H

∣

∣

∣
< 1/k,

P2 = 0,
∣

∣

∣

y

H

∣

∣

∣
≥ 1/k,

где c и k — параметры нагрузки, характеризую-
щие размер пятна давления.

Исследуемая задача рассматривается в по-
движной системе координат (x̃, ỹ, z̃), оси кото-
рой параллельны осям исходной системы (x, y, z),
а центр новой системы находится в центре
приложенного внешнего пятна давления и дви-
жется вдоль оси x со скоростью U . В безраз-
мерных переменных основные уравнения мате-
матической модели примут вид (масштаб дли-
ны — H , масштаб времени — L/U , масштаб про-
гибов — P0/(ρg), масштаб потенциала скорости —
UP0/(ρg), здесь и далее знак ∼ опускается)

α · Fr2 w∞
xx + β

(

1− ε
∂

∂x

)

∇4w∞ + w∞ =

Fr2ϕx − P1(x)P2(y)

(−∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞, z = 0), (2)

△ϕ = 0

(−∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞, −1 < z < 0), (3)

ϕz = −w∞
x (z = 0), ϕz = 0 (z = −1), (4)

w∞, ϕ → 0 (|x| → ∞), (5)

где β = D/(ρgH4), ε = (τU)/H , α = M/(ρH) =
= (ρihi)/(ρH) — массовый параметр, Fr =
= U/

√
gH — число Фруда.

Полученная задача (2)–(5) зависит от 4 без-
размерных параметров, вычисляемых по задан-
ным характеристикам ледового покрова. Требует-
ся сравнить вычисленные прогибы w∞(x, y) с про-
гибами в канале при большой ширине канала
и малом радиусе пятна давления [16].
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2. Схема решения. Рассмотрим преобра-
зования Фурье в направлении x и y

wX(ξ, y) =
1√
2π

∞
∫

−∞

w∞(x, y)e−iξxdx,

w∞(x, y) =
1√
2π

∞
∫

−∞

wX(ξ, y)eiξxdξ. (6)

wY (ξ, y) =
1√
2π

∞
∫

−∞

w∞(x, y)e−iηxdx,

w∞(x, y) =
1√
2π

∞
∫

−∞

wY (η, y)eiηxdη. (7)

Применяя последовательно данные преобразо-
вания к уравнению пластины (2), получим

(1 − αFr2ξ2)wXY + β(1 − iξε)(η4wXY +

+ 2ξ2η2wXY + ξ4wXY ) =

= ξ2Fr2φ− PXY (ξ, η), (8)

где
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Функция φ является решением следующей за-
дачи:

φzz = (ξ2 + η2)φ (−1 < z < 0), (9)

φz = wXY (ξ, η) (z = 0), φz = 0 (z = −1).

Решение задачи (9) будем искать в виде

φ = C(ξ, η) cosh [λ(z + 1)], λ(ξ, η) =
√

ξ2 + η2.

Параметр C(ξ, η) определим из граничного усло-
вия для φ при z = 0

Cλ sinh(λ) = wXY , C =
wXY

λ sinh(λ)
,

откуда получим

φ =
wXY cosh(λ(1 + z))

λ sinh(λ)
. (10)

С учетом (10) уравнение (8) представим в виде

(

1− αFr2ξ2 − ξ2Fr2 coth(λ)

λ

)

wXY +

+ β(1 − iξε)(η4wXY + 2ξ2η2wXY + ξ4wXY ) =

= −PXY (ξ, η).

Выразим из последнего уравнения wXY

wXY =
−PXY

qR + iqI
,

где

qR =

(

1− αFr2ξ2 − ξ2Fr2 coth(λ)

λ

)

+

+ β(η4 + 2ξ2η2 + ξ4),

qI = −ξε(η4 + 2ξ2η2 + ξ4).

Для вычисления w∞(x, y) применим обрат-
ные преобразования Фурье (6) и (7) для функ-
ции wXY :

w∞(x, y) =
1

2π

∞
∫

−∞





∞
∫

−∞

wXY eiηydη



 eiξxdξ. (11)

Выделим в wXY вещественную и мнимую части:

wXY = QR + iQI , (12)

где

QR =
−PXY qR

(qR)2 + (qI)2
, QI =

PXY qI

(qR)2 + (qI)2
.

С учетом (12), уравнение (11) запишем в виде

w∞(x, y) =
1

2π

∞
∫

−∞





∞
∫

−∞

(QR + iQI)(cos(ηy)+

+i sin(ηy))dη) eiξxdξ. (13)

Функции QR и QI являются четными по η.
Следовательно, интеграл по η в (13) сведется
к двум интегралам от 0 до ∞:

w∞(x, y) =
1

π

∞
∫

−∞





∞
∫

0

(QR + iQI) cos(ηy)dη



 ·

· (cos(ξx) + i sin(ξx))dξ. (14)

Интеграл
∞
∫

0

QR cos(ηy)dη является четным по ξ,

а интеграл
∞
∫

0

QI cos(ηy)dη — нечетным, откуда
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следует, что интеграл (14) может быть представ-
лен в виде

w∞(x, y) =
2

π

∞
∫

0





∞
∫

0

QR cos(ηy)dη
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 cos(ξx)dξ−

− 2
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QI cos(ηy)dη



 sin(ξx)dξ. (15)

Интегралы в (15) вычислялись по аналогично-
му алгоритму для задачи о колебаниях ледо-
вого покрова в канале, изложенному в первой
части статьи.

3. Численные результаты. Исследуемая
задача о гидроупругих волнах в канале реша-
лась численно при следующих параметрах ледо-
вого покрова: плотность льда ρi = 917 кг/м3,
модуль Юнга E = 4.2 · 109 Н/м2, коэффици-
ент Пуассона ν = 0.3 и время релаксации льда
τ = 0.1 с. Толщина ледового покрова принималась
равной 10 см, глубина канала — 2 м. Нагрузка (1)
действовала на область 2×2 м и двигалась вдоль
центральной линии канала с постоянной скоро-
стью U . Численный анализ имеет цель исследо-
вать прогибы и удлинения в ледовом покрове ка-
нала и сравнить полученные численные резуль-
таты при увеличении ширины канала с соответ-
ствующими распределениями в задаче с безгра-
ничным незакрепленным ледовым покровом.

Прогибы и удлинения в ледовом покрове с уче-
том влияния стенок канала шириной 2L для до-
критической скорости нагрузки U = 3 м/с изобра-
жены на рисунках 1–3, для посткритической ско-
рости U = 7 м/с — на рисунках 4–6. Результаты
вычислений представлены в размерных перемен-
ных для P0 = 1 кПа.

Рис. 1. Профили прогибов w∞ вдоль центральной

линии канала для U = 3 м/с

Рис. 2. Профили удлинений ǫ вдоль центральной

линии канала для U = 3 м/с

Рис. 3. Профили удлинений ǫ на стенках канала

для U = 3 м/с

Рис. 4. Профили прогибов w∞ вдоль центральной

линии канала для U = 7 м/с

Рис. 5. Профили удлинений ǫ вдоль центральной

линии канала для U = 7 м/с
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Рис. 6. Профили удлинений ǫ на стенках канала

для U = 7 м/с

Рис. 7. Зависимость критической скорости для первой

моды в зависимости от ширины канала.

Для докритической скорости U = 3 м/с ампли-
туда прогибов увеличивается, напряжения вдоль
центральной линии и на стенках уменьшаются

в соответствии с увеличением ширины канала.
Для посткритической скорости U = 7 м/с ам-
плитуда прогибов уменьшается в окрестности на-
грузки, напряжения вдоль центральной линии
и на стенках уменьшаются при увеличении шири-
ны канала. Для небольшой ширины канала напря-
жения на стенках больше, чем напряжения вдоль
центральной линии.

Следует отметить, что критические скорости
гидроупругих волн зависят от ширины канала,
которые увеличиваются с уменьшением шири-
ны (рис. 7). Численные результаты показали,
что и прогибы, и удлинения с увеличением ши-
рины канала приближаются к соответствующим
распределениям для бесконечной пластины.

Заключение. Численно решена задача
о гидроупругих волнах в бесконечном незакреп-
ленном ледовом покрове, вызванных движени-
ем внешней нагрузки. Максимальная амплитуда
колебаний наблюдается при скоростях нагруз-
ки, близких к критической скорости первой мо-
ды гидроупругой волны [5]. Колебания ледово-
го покрова сосредоточены в области нагрузки
для докритической скорости, в области нагрузки
и перед нагрузкой для посткритической скоро-
сти (U = 7). При увеличении дистанции между
стенками прогибы и удлинения в ледовом покрове
приближаются к соответствующим распределени-
ям для бесконечного покрова.

Автор выражает благодарность А.А. Коробки-
ну, Т.И. Хабахпашевой и А.А. Папину за поста-
новку задачи и обсуждение результатов.
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