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Рассматривается начально-краевая задача
об упругих колебаниях ледового покрова в ка-
нале, вызванных движением внешней нагрузки.
В основе математической модели лежит связан-
ная система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая колебания ледового покрова и движе-
ние жидкости в канале. Ледовый покров моде-
лируется уравнением тонкой упругой пластины.
Функция прогиба ледовой пластины удовлетво-
ряет условиям жесткого закрепления на стен-
ках канала. Жидкость невязкая и несжимае-
мая. Потенциал течения жидкости удовлетворя-
ет уравнению Лапласа, условиям непротекания
на стенках и дне канала и линеаризованным ди-
намическому и кинематическому условиям на гра-
нице лед –– жидкость. Принципиальным момен-
том является вопрос существования и единствен-
ности решения для рассматриваемой связанной
системы уравнений. Исследования в данной ра-
боте посвящены проблемам разрешимости сов-
местных уравнений динамики упругой пласти-
ны и жидкости. В пункте 1 приведена схема ре-
шения задачи и доказательства существования
классического решения. Исходная задача с по-
мощью преобразования Фурье сводится к задаче
относительно профиля колебаний поперек кана-
ла, которая решается методом нормальных мод.
В результате возникает система линейных диф-
ференциальных уравнений относительно коэф-
фициентов разложения прогиба льда на нормаль-
ные моды. В пункте 2 доказана единственность
классического решения рассмотренной начально-
краевой задачи.

Ключевые слова: уравнения Эйлера, идеальная

жидкость, упругие колебания, ледовый покров,

внешняя нагрузка, граничные задачи, разреши-

мость.

DOI 10.14258/izvasu(2016)1-28

An initial boundary value problem of elastic
vibrations of ice in a channel caused by an external
load motion is considered. The mathematical model
is based on a system of differential equations that
describes the oscillations of the ice cover and motion
of liquids in the channel. The ice cover is modeled
by an equation of a thin elastic plate. The function
of the ice plate deflection satisfies fixed conditions
on walls of the channel. The liquid is inviscid and
incompressible. The fluid flow potential satisfies
the Laplace equation, conditions of impermeability
on the walls and channel bottom, and linearized
dynamic and kinematic conditions on the ice-liquid
interface. One of the fundamental points of the
problem is the existence and uniqueness of solutions
for the taken coupled system of equations. The
paper investigates the problems of the solvability
for the coupled dynamic equations for the fluid and
the elastic plate. Algorithm for solving the problem
and proving the existence of classical solutions is
presented in paragraph 1. The initial problem is
reduced by applying the Fourier transformation to
the problem of oscillation profile across the channel
which is solved by the normal mode method. The
result is a system of linear differential equations for
normal decomposition coefficients of ice deflection
in normal modes. The classical solution uniqueness
of the considered initial boundary value problem is
proved in paragraph 2.
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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Введение. Рассмотрим следующую систему
уравнений:

∆ϕ(x, y, z, t) = 0, (x, y, z, t) ∈ ΩT , (1)

D∇4w +Mwtt =

= P (x, y, t)− ρlϕt(x, y, 0, t)−
−ρlgw(x, y, t), (x, y, t) ∈ ΠT , (2)

решаемую в областях ΩT = Ω × (0, T ), ΠT = Π×
×(0, T ), Ω = {−∞ < x <∞, −L < y < L, −H <
< z < 0}, Π = {−∞ < x < ∞, −L < y < L}
при смешанных граничных условиях

ϕy = 0, (y = ±L), ϕz = 0, (z = −H),

ϕ(x, y, 0, t) = w(x, y, t), w = wy = 0, (y = ±L),

w(x, y, 0) = w1(x, y), wt(x, y, 0) = w2(x, y),

w → 0, wx → 0, ϕ→ 0, (|x| → ∞). (3)

Данная начально-краевая задача описывает ко-
лебания ледового покрова, «примороженного»
к стенкам бесконечного канала [1, 2]. Здесь
(x, y, z, t) — эйлеровы координаты; ϕ(x, y, z, t),
w(x, y, t) — соответственно потенциал скорости те-
чения идеальной жидкости и прогиб ледового по-
крова; P (x, y, t) — внешняя нагрузка (заданная
функция своих аргументов); постоянные D > 0,
M > 0, ρl > 0, g > 0 — соответственно из-
гибная жесткость, масса льда на единицу площа-
ди, плотность жидкости, ускорение силы тяжести;

∇4 = ∆2 = ∂4

∂x4 + 2 ∂4

∂x2∂y2 + ∂4

∂x4 . Искомыми явля-

ются функциями ϕ(x, y, z, t), w(x, y, t).

В данной работе под решением задачи (1)–(3)
понимается решение в классическом смысле
в виде пары функций (ϕ,w), удовлетворяющих
уравнениям (1)–(2) в областях ΩT и ΠT со-
ответственно. Рассматриваемая задача была ис-
следована численно в случае примороженного ле-
дового покрова к двум стенкам [2, 3], к одной
стенке [4] и в случае незакрепленного ледового
покрова в канале [5]. Обзор близких задач для
вязкоупругой пластины приведен в [6]. Колеба-
ния вязкоупругих пластин исследованы численно
в работах [7–9]. Условия разрешимости различ-
ных начально-краевых задач для классических
уравнений упругих тонких пластин рассмотрены
в работах [10–12]. В [13] рассмотрены вопросы од-
нозначной разрешимости для уравнений Эйлера
идеальной жидкости. Задачи совместного движе-
ния льда и жидкости рассмотрены в [14, 15].

Теорема 1 Решение в классическом смысле за-

дачи (1)–(3) единственно.

1. Разрешимость. Рассмотрим начально-
краевую задачу (1)–(3). Решение этой системы
строится с помощью преобразования Фурье по ко-
ординате x. Уравнения (1) и (2) представим в сле-
дующем виде:

ϕF
yy + ϕF

zz = ξ2ϕF , (4)

L1(w,ϕ) =MwF
tt +D(wF

yyyy − 2ξ2wF
yy+

+ξ4wF ) + ρlgw
F − ρlϕ

F
t +

+PF (ξ, y, t) = 0, (5)

где

wF (ξ, y, t) =
1√
2π

∞
∫

−∞

w(x, y, t)e−iξxdx,

ϕF (ξ, y, z, t) =
1√
2π

∞
∫

−∞

ϕ(x, y, z, t)e−iξxdx.

Начально-краевые условия восстанавливаются
из уравнений (3) с помощью преобразования
Фурье. Решение (wF , ϕF ) системы (4)–(5) по-
строим как предел приближенных решений
(wF,N , ϕF,N), которые представляются в виде сле-
дующих конечных сумм:

wF,N (ξ, y, t) =

N
∑

j=1

aj(ξ, t)ψj(y), (6)

ϕF,N (ξ, y, z, t) =

N
∑

j=1

aj,t(ξ, t)φj(y, z, ξ). (7)

Для определения коэффициентов разложений am
предполагается, что тождество (5) выполняется
приближенно:

L
∫

−L

L1(w
F,N , ϕF,N )ψj(y)dy = 0, j = 1, ..., N. (8)

Функции ψj(y) являются решением следующей
краевой задачи:

ψIV
j = λ4jψj (−L < y < L),

ψj = ψ′
j = 0 (y = ±L). (9)

Решение уравнения (9) раскладывается на чет-
ные и нечетные ортонормальные функции. В дан-
ной статье ограничимся рассмотрением четных
функций:

ψj(y) = Aj

(

cosλjy −Bj coshλjy
)

,

Bj =
cosλj
coshλj

, A2
j (1 +B2

j ) = 1,
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где λj — решения трансцендентного уравнения
tanλj = − tanhλj , которые могут быть представ-
лены в виде λj = πj − π/4 + ∆j , где ∆j → 0 при
j → ∞.

Функции φj(y, z, ξ) являются решением следу-
ющей граничной задачи:

φj,yy + φj,zz = ξ2φj ,

(−L < y < L, −H < z < 0),

φj,y = 0, (y = ±L), φj,z = 0, (z = −H),

φj,z = ψj(y), (z = 0).

С учетом (6)–(7) и (9) вычислим интеграл в (8):

Mam,tt +D
(

λ4mam − 2ξ2
N
∑

j=1

Cmjaj + ξ4am

)

+

+ρlgam = ρl

N
∑

j=1

Amjaj,t − Pm(ξ, t), (10)

где am,tt = da2m/dt
2 и am,t = dam/dt. Коэффици-

енты Cmj , Amj , Pm вычисляются по формулам

Cmj = −
L
∫

−L

ψ′
m(y)ψ′

j(y)dy,

Amj(ξ) =

L
∫

−L

φj(ξ, y, 0)ψm(y)dy,

Pm(ξ, t) =

L
∫

−L

PF (ξ, y, t)ψm(y)dy.

Система уравнений (10) состоит из N диф-
ференциальных уравнений второго порядка для
определения am с соответствующими начальны-
ми условиями:

am(ξ, 0) =

L
∫

−L

w1,F (ξ, y)ψm(y)dy, m = 1, ..., N,

am,t(ξ, 0) =

L
∫

−L

w2,F (ξ, y)ψm(y)dy, m = 1, ..., N.

Система (10) может быть записана в матричной
форме:

M~att − ρlA(ξ)~at +DQ(ξ)~a = − ~P (ξ, t), (11)

где ~a = (a1, a2, ...)
T , A = {Amj}Nm,j=1,

~P =

= (P1, P2, ...)
T , Q = D − 2ξ2C, D — диагональ-

ная матрица с коэффициентами {λ41 + ξ4 + ρlg, ...,
λ4N + ξ4 + ρlg}, C = {Cmj}Nm,j=1.

Введем вектор ~b = ~at, с учетом этого уравне-
ние (11) сведется к системе

{

~at(ξ, t) = ~b,

~bt(ξ, t) =
1
M

(

ρlA(ξ)~b +DQ(ξ)~a− ~P (ξ, t)
)

.
(12)

Система (12) состоит из 2N обыкновенных диф-
ференциальных уравнений первого порядка с по-
стоянными коэффициентами и с правой частью,
зависящей от t при фиксированном параметре ξ.
Для определения однородного решения систе-
мы (12) необходимо существование 2N собствен-
ных чисел µn следующей матрицы:

(

−Λ1 I
D
MQ(ξ) ρl

MA− Λ2

)

,

где Λ1 и Λ2 — диагональные матрицы с коэф-
фициентами (µ1, ..., µN ) и (µN+1, ..., µ2N ) соответ-
ственно. Решение системы с правой частью опре-
деляется методом вариации постоянной для за-
данной внешней нагрузки P (x, y, t) [16].

Функции wN (x, y, t) определяется через обрат-
ное преобразование Фурье

wN (x, y, t) =
1√
2π

∞
∫

−∞

wF,N (ξ, y, t)eiξxdξ =

=
1√
2π

∞
∫

−∞

N
∑

j=1

aj(ξ, t)ψj(y)e
iξxdξ =

=

√

2

π

N
∑

j=1

ψj(y)

∞
∫

0

aj(ξ, t) cos(xξ)dξ.

Дальнейшее доказательство разрешимости за-
ключается в осуществлении предельного перехода
в уравнении (8) и доказательстве того, что пре-
дельные функции wF и w последовательностей
функций wF,N и wN являются, соответственно,
решением уравнений (5) и (2).

2. Единственность. Пусть существует два
отличных от нуля решения w1, ϕ1 и w2, ϕ2 систе-
мы (1)–(3). Функции w = w1 − w2 и ϕ = ϕ1 − ϕ2

удовлетворяют следующей задаче:

D∇4w+Mwtt = −ρlϕt−ρlgw, (x, y, t) ∈ ΠT , (13)

∆ϕ(x, y, z, t) = 0, (x, y, z, t) ∈ ΩT , (14)

ϕy = 0 (y = ±L), ϕz = 0, (z = −H),

ϕz = wt, (z = 0), (15)

w = 0, wy = 0, (y = ±L), (16)

ϕ(x, y, z, t), w(x, y, t),

wx(x, y, t) → 0, (|x| → ∞). (17)

w(x, y, 0) = 0, wt(x, y, 0) = 0. (18)
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Докажем, что решением задачи (13)–(18) являет-
ся w = 0 и ϕ = 0.

Сначала заметим, что решение (ϕ,w) задачи
(13)–(18) обладает следующими свойствами:

∫

Π

w(x, y, t) dΠ = 0 t ∈ [0, T ], (19)

∫

Ω

|∇ϕ(x, y, z, t)|2 dΩ =

=

∫

Π

ϕ(x, y, 0, t)wt(x, y, t) dΠ, (20)

∫

Ω

|∇ϕ(x, y, z, 0)|2 dΩ = 0, ϕ(x, y, z, 0) = 0, (21)

∫

Ω

∇ϕt ∇ϕ dΩ =

∫

Π

ϕt(x, y, 0, t)wtdΠ. (22)

Интегрируя уравнение (14) по области ΩR =
= {−R < x < R,−L < y < L,−H < z <
< 0}, учитывая условия (15) и формулу Гаусса-
Остроградского, получим после предельного пе-
рехода при R → ∞:

∫

Ω

△ϕ dΩ =

∫

Π

ϕz(x, y, 0, t) dΠ =

=

∫

Π

wt(x, y, t) dΠ =
d

dt

∫

Π

w(x, y, t) dΠ = 0.

Привлекая условия (18), выводим (19).
Умножим теперь уравнение (14) на ϕ и проин-

тегрируем полученное равенство по ΩR. С учетом
формулы Гаусса-Остроградского и условий (15)
после предельного перехода при R → ∞ прихо-
дим к равенству

−
∫

Ω

|∇ϕ|2 dΩ+

∫

G

ϕ∇ϕ(x, y, 0, t) dG =

−
∫

Ω

|∇ϕ|2 dΩ +

∫

G

ϕ(x, y, 0, t)wt dG = 0,

из которого следует (20).
С учетом (18) из (20) при t = 0 выводим ра-

венство

∫

Ω

|∇ϕ(x, y, z, 0)|2 dΩ =

=

∫

Π

ϕ(x, y, 0, 0)wt(x, y, 0) dΠ = 0,

из которого, с учетом (17), следует (21).

Умножим уравнение (14) на ϕt и проинтегри-
руем полученный результат по Ω

∫

Ω

∆ϕϕtdΩ =

=

∫

∂Ω

ϕt (∇ϕ · ~n) d∂Ω−
∫

Ω

∇ϕt ∇ϕdΩ, (23)

где ∂Ω — граница Ω, ~n — соответствующая нор-
маль к ∇ϕ. С учетом условий (15) из уравне-
ния (23) получим

∫

Π

ϕt(x, y, 0, t)wt dΠ−
∫

Ω

∇ϕt ∇ϕdΩ = 0,

из которого получим (22).
Уравнение (13) представим в виде

D∇4w +Mwtt + ρlϕt + ρlgwt = 0. (24)

Умножим уравнение (24) на wt(x, y, t) и проинте-
грируем по области ΠR = {−R < x < R,−L < y <
< L}. Получим

D

∫

ΠR

(∇4w)wt dΠR +M

∫

ΠR

wttwt dΠR +

+ρl

∫

ΠR

ϕtwt dΠR + ρlg

∫

ΠR

wwt dΠR = 0.

1) Для первого слагаемого имеем:

∫

ΠR

wxxxxwt dΠR =
1

2

d

dt

∫

ΠR

w2
xx dΠR+

+

L
∫

−L

wxxxwt|x=R
x=−R dy −

L
∫

−L

wxxwxt|x=R
x=−R dy

∫

ΠR

wyyyywt dΠR =
1

2

d

dt

∫

ΠR

w2
yy dΠR+

+

R
∫

−R

wyyywt|y=L
y=−L dx−

R
∫

−R

wyywyt|y=L
y=−L dx,

∫

ΠR

wxxyywt dΠR ==
1

2

d

dt

∫

ΠR

w2
xy dΠR+

+

L
∫

−L

wxyywt|x=R
x=−R dy −

R
∫

−R

wxywxt|y=L
y=−L dx.

2) Для второго слагаемого имеем:

∫

ΠR

wttwt dΠR =
1

2

d

dt

∫

ΠR

w2
t dΠR.
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3) Для четвертого слагаемого имеем:
∫

ΠR

wwt dΠR =
1

2

d

dt

∫

ΠR

w2 dΠR.

В итоге, с учетом полученных представлений
интегралов, имеем:

M

2

d

dt

∫

ΠR

w2
t dΠR + ρl

∫

ΠR

ϕtwt dΠR+

+
D

2

d

dt

∫

ΠR

w2
xx + w2

yy + 2w2
xy dΠR+

+
ρlg

2

d

dt

∫

ΠR

w2 dΠR = IΓ, (25)

где интеграл IΓ легко восстанавливается из 1).
В (25) осуществим предельный переход при

R → ∞. Положим

Y (x, y, t) = (w2
xx + w2

yy + 2w2
xy).

Тождество (25) принимает вид

d

dt





M

2

∫

Π

w2
t dΠ+

ρl
2

∫

Ω

∇ϕ2 dΩ+

+
D

2

∫

Π

Y (x, y, t) dΠ+
ρlg

2

∫

Π

w2 dΠ



 = 0, (26)

при t = 0 имеем

w = wt = wxx = wxy = wyy = 0. (27)

Заметим, что выражение под знаком производ-
ной в (26) при t = 0 равно нулю в силу условий
(21) и (27). Учитывая это замечание, приходим
к равенству

M

2

∫

Π

w2
t dΠ+

ρl
2

∫

Ω

∇ϕ2 dΩ+

+
D

2

∫

Π

Y (x, y, t) dΠ+
ρlg

2

∫

Π

w2 dΠ = 0.

Все слагаемые левой части полученного равен-
ства неотрицательны. Отсюда выводим wt = 0,
∇ϕ(x, y, z, t) = 0, Y (x, y, t) = 0, w(x, y, t) = 0
и, следовательно, ϕ(x, y, z, t) = 0.

Теорема доказана.
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