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Для произвольного класса групп M обозначим
через L(M) класс всех групп G, в которых нор-
мальное замыкание любого элемента из G принад-
лежит M. Класс L(M) групп называется классом
Леви, порожденным M. Изучение классов Леви
следует рассматривать как шаг в направлении ис-
следования строения групп, покрываемых систе-
мой нормальных подгрупп.

Классы Леви были введены под влиянием ра-
боты Ф. Леви, в которой дана классификация
групп с абелевыми нормальными замыканиями.
Р.Ф. Морс доказал, что если M — многообразие
групп, то L(M) — также многообразие групп.
Из работ А.И. Будкина следует, что если M —
квазимногообразие групп, то L(M) также явля-
ется квазимногообразием групп.

Пусть qH2 — квазимногообразие, порожден-
ное относительно свободной группой в классе
нильпотентных групп ступени не выше 2 с ком-
мутантом экспоненты 2. Ранее автором найде-
ны описания классов Леви, порожденных по-
чти абелевыми квазимногообразиями (т.е. не-
абелевыми квазимногообразиями нильпотентных
групп, все собственные подквазимногообразия ко-
торых абелевы) за исключением L(qH2). Данная
работа продолжает исследования классов Леви,
порожденных почти абелевыми квазимногообра-
зиями нильпотентных групп. В ней доказано,
что класс L(qH2) содержит нильпотентную груп-
пу ступени 3.
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For an arbitrary class of groups M we denote
by L(M) the class of all groups G in which the
normal closure of every element of G belongs to M.
The class L(M) is called the Levi class generated
by M. A study of Levi classes should be considered
as a step towards studying the structure of groups
covered by a system of normal subgroups.

Levi classes were introduced under the influence
of Levi’s article in which Levi gave the classification
of groups with abelian normal closures. R.F. Morse
proved that if the class M is a variety of groups then
L(M) is also a variety of groups. It follows from the
works of A.I. Budkin that if M is a quasivariety, then
L(M) is a quasivariety of groups, too.

We consider that the quasivariety qH2 is
generated by the relatively free group in the class
of nilpotent groups of length at most 2 with
the exponent commutant of 2. Earlier we found
descriptions of the Levi classes generated by the
almost abelian quasivarieties of nilpotent groups
(i.e. the nonabelian quasivarieties of nilpotent groups
in which all proper subquasivarieties are abelian)
except L(qH2). In this paper, we continue to explore
the Levi classes generated by the almost abelian
quasivarieties of nilpotent groups. It is proved
that the class L(qH2) contains the nilpotent group
of lenght 3.

Key words: group, variety, quasivariety, metabelian

group, Levi class.

Для произвольного класса групп M обозначим
через L(M) класс всех групп G, в которых нор-
мальное замыкание (x)G любого элемента x из G
принадлежит M. Класс L(M) групп будем на-
зывать классом Леви, порожденнным M. Клас-
сы Леви были введены в работе Л.К. Каппе [1]

под влиянием работы Ф. Леви [2], в которой дана
классификация групп с абелевыми нормальными
замыканиями вида (x)G. Р.Ф. Морсом [3] доказа-
но, что если M — многообразие групп, то L(M)
также многообразие групп. Из работы А.И. Буд-
кина [4] следует, что если M — квазимногообразие
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групп, то L(M) также является квазимногообра-
зием групп.

Как обычно, qK — квазимногообразие, по-
рожденное классом групп K (пишем qG, ес-
ли K = {G}). Обозначим через Nc многообразие
нильпотентных групп ступени не выше c, через
Fn(M) — свободную группу ранга n в квази-
многообразии M. Всюду в работе при написании
тождеств и квазитождеств кванторы всеобщности
будут опускаться.

А.И. Будкин [4] доказал, что если K — про-
извольное множество нильпотентных групп сту-
пени 2 без элементов порядков 2 и 5, и в каж-
дой группе из K централизатор любого элемента,
не принадлежащего центру этой группы, является
абелевой подгруппой, то L(qK) ⊆ N3. В действи-
тельности в доказательстве этого результата от-
сутствие элементов порядка 5 нужно было только
для установления того, что всякая 3-порожденная
группа из L(qK) нильпотентна класса ≤ 4, по-
этому в работе А.И. Будкина и Л.В. Тарани-
ной [5] данный результат был усилен и доказана
аналогичная теорема для произвольного множе-
ства нильпотентных групп ступени 2 без элемен-
тов порядка 2.

А.И. Будкиным [6], доказано, что если M —
нильпотентное квазимногообразие, M — мно-
жество всех конечно-порожденных групп из M,
то выполняется равенство L(qM) = qL(M).
Там же установлено, что если N — класс всех
конечно-порожденных нильпотентных групп,
N0 — класс всех конечно-порожденных ниль-
потентных групп без кручения, то аналогичное
утверждение неверно, и справедливы стро-
гие включения qN0 ⊂ L(qN0) и qN ⊂ L(qN ),
откуда, в частности, следуют неравенства
L(qN0) 6= qL(N0) и L(qN ) 6= qL(N ).

В работе А.И. Будкина [6] также показано,
что квазимногообразия L(qN ), L(qN0) замкнуты
относительно свободных произведений, каждое
из этих квазимногообразий содержит не более од-
ного максимального собственного подквазимного-
образия и что если квазимногообразие M замкну-
то относительно свободных произведений, то та-
ковым же является квазимногообразие L(M).

Рассмотрим группы, имеющие следующие
представления в N2:

Hp = gr(x, y ‖ [x, y]p = 1),

Hps = gr(x, y ‖ [x, y]p = xp
s

= yp
s

= 1),

где s ∈ N, p — простое число.
Набор qHps (исключая qH21), qHp, qF2(N2)

(p — простое число) представляет собой полный
список почти абелевых квазимногообразий ниль-
потентных групп (т.е. неабелевых квазимногооб-
разий нильпотентных групп, все собственные под-
квазимногообразия которых абелевы). В рабо-

тах [7–9] найдены описания классов Леви, порож-
денных почти абелевыми квазимногообразиями
нильпотентных групп (исключая L(qH2)).

С.А. Шаховой в [10] доказано, что квазимно-
гообразие L(qHp2) конечно аксиоматизируемо.

В [9] доказано, что если K — произвольный
класс нильпотентных ступени не выше 2 групп
экспоненты 2n (n — фиксированное натураль-
ное число, n ≥ 2) с коммутантами экспоненты 2
и в каждой группе из K элементы порядка 2m

(0 < m < n) содержатся в центре этой группы,
то класс Леви, порожденный квазимногообрази-
ем qK, совпадает с многообразием нильпотентных
ступени не выше 2 групп экспоненты 2n.

Также в [9] было доказано существование клас-
са K такого, что K — класс нильпотентных ступе-
ни не выше 2 групп экспоненты 8 с коммутантами
экспоненты 2 и во всякой группе из K централиза-
тор любого элемента, не принадлежащего центру
этой группы, — абелева подгруппа, но класс L(qK)
содержит нильпотентную группу ступени 3.

В [11] установлено существование класса K та-
кого, что во всякой группе из K централизатор
любого элемента, не принадлежащего центру этой
группы, — абелева подгруппа, но класс L(qK) со-
держит нильпотентную группу ступени 4.

Цель работы — исследование классов Леви, по-
рожденных почти абелевыми квазимногообразия-
ми нильпотентных групп. Основным результатом
данной статьи является

Теорема. Класс L(qH2) содержит нильпо-

тентную группу ступени 3.

Напомним некоторые определения и обо-
значения. Как обычно, [x, y] = x−1y−1xy,
xg = g−1xg, [x, y, z] = [[x, y], z], gr(a1, a2, . . .) —
группа, порожденная элементами a1, a2, . . .,
(x)G = gr(xg | g ∈ G) — нормальное замыкание
элемента x в группе G, Fn(x1, . . . , xn) — свободная
группа, порожденная элементами x1, . . . , xn.

Будем использовать следующие хорошо из-
вестные тождества, истинные в любой группе:

[xy, z] = [x, z]y[y, z],

[x, yz] = [x, z][x, y]z .

С основными понятиями теории групп можно
познакомиться в [12, 13], а теории квазимногооб-
разий — в [14,15].

Нам понадобится признак принадлежно-
сти конечно определенной группы G квази-
многообразию qK, являющийся частным случаем
теоремы 2.3.9 [15]: конечно-определенная группа
G принадлежит квазимногообразию qK тогда
и только тогда, когда для любого элемента
g ∈ G, g 6= 1, существует гомоморфизм ϕg груп-
пы G в некоторую группу из класса K такой,
что ϕg(g) 6= 1.
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Доказательство теоремы. Рассмотрим
группу H , имеющую в многообразии N2 пред-
ставление

H = gr(a, b, c, d ‖ c = [b, a], [a, c] = 1, [b, c] = 1,

[a, d] = 1, [b, d] = 1, [c, d] = 1, c2 = 1, d2 = 1).

Легко заметить, что любой элемент группы
H однозначным образом представим в виде
h = akblcmds, где 0 ≤ m, s < 2. С помощью хо-
рошо известных преобразований Тице [16] мож-
но убрать элемент c из множества порождающих.
Тогда

H = gr(a, b, d ‖ [a, d] = 1, [b, d] = 1, [a, b]2 = 1,

d2 = 1) = gr(a, b)× (d) ∼= H2 × (d).

Следовательно, H ∈ qH2.
Пусть F2(N3) = gr(x1, x2), N = gr([x2, x1, x1]

2,
[x2, x1, x2]

2). Заметим, что N ⊳ F2(N3). Рассмот-
рим F = F2(N3)/N . Элементы фактор-группы F
будем обозначать так же, как и элементы группы
F2(N3). Несложно проверить, что любой элемент
F однозначным образом представим в виде

f = xk1x
n
2 [x2, x1]

l[x2, x1, x1]
m[x2, x1, x2]

s,

где 0 ≤ m, s < 2. Поскольку [x2, x1, x2] 6= 1,
то группа F нильпотентна ступени 3.

Рассмотрим многообразие R, заданное в N3

тождеством

[x, y, x]2 = 1.

Пусть ˜F = gr(x1, x2) — свободная группа в R.

Тогда в ˜F выполняются следующие соотношения:
[x2, x1, x1]

2 = 1, [x2, x1, x2]
2 = 1. Несложно прове-

рить, что F ∈ R, значит, F ∼= ˜F и F — свободная
группа в многообразии R.

Для доказательства основного результата надо
показать, что для любого f ∈ F нормальное замы-
кание (f)F ∈ qH2 и, следовательно, F ∈ L(qH2).

Случай 1. f = x1.
Получаем, что

(x1)
F = gr(x1, [x2, x1], [x2, x1, x1], [x2, x1, x2]).

В группе (x1)
F выполняются соотношения

[x2, x1, x1]
2 = 1, [x2, x1, x2]

2 = 1.
По теореме Дика отображение

a→ x1, b→ [x2, x1], c→ [x2, x1, x1],
d→ [x2, x1, x2]

продолжаемо до гомоморфизма ϕ : H → (x1)
F .

Несложно проверить, что kerϕ = (1). Следова-
тельно, (x1)

F ∈ qH2.
Пусть теперь

f = xn1
1 xn2

2 [x2, x1]
l[x2, x1, x1]

m[x2, x1, x2]
s.

Случай 2. НОД(n1, n2) = 1.
Рассмотрим F = F/F ′ = gr(x1, x2). В этой

фактор-группе f = x n1
1 x n2

2 . По теореме о НОД
существуют целые числа u, v такие, что un1+

+vn2 = 1. Возьмем f1 = x −v
1 x u

2 . Тогда f
u
f

−n2

1 =

= x1, f
v
f

n1

1 = x2.
Значит, элемент f можно дополнить до сис-

темы порождающих группы F . Из [12, теоре-
ма 16.2.5] следует, что тогда и элемент f можно
дополнить до системы порождающих группы F .

Так как F — свободная в R группа, то отоб-
ражение x1 → f продолжаемо до изоморфизма
ψ : F → F . Следовательно, (x1)

F ∼= (f)F и поэто-
му (f)F ∈ qH2.

Случай 2. НОД(n1, n2) = n.
Рассмотрим элемент h = xα1

1 xα2
2 (α1 = n1

n ,
α2 = n2

n ). Заметим, что НОД(α1, α2) = 1 и по слу-
чаю 2 получаем, что (h)F ∈ qH2. Покажем, что
f ∈ (h)F . По определению (h)F = gr(hg | g ∈ F ).
Рассмотрим следующую последовательность эле-
ментов, принадлежащих нормальному замыка-
нию (h)F :

h1 = hx
α1
1 = xα2

2 xα1
1 ,

h2 = h · h1 = xα1
1 x2α2

2 xα1
1 ,

h3 = h
x
α1
1

2 = x2α2
2 x2α1

1 ,
. . .
h2k = h · h2k−1 = xα1

1 x
(2k−1)α2

2 x
(2k−2)α1

1 ,

h2k+1 = h
x
α1
1

2k = x
(2k−1)α2

2 x
(2k−1)α1

1 ,

h2k+2 = h · h2k+1 = xα1
1 x2kα2

2 x
(2k−1)α1

1 ,

h2k+3 = h
x
α1
1

2k+2 = x2kα2

2 x2kα1

1 , k = 2, 3, . . . .
Если n — нечетное (n = 2m− 1), то h2m+1 =

= x
(2m−1)α2

2 x
(2m−1)α1

1 = xn2
2 xn1

1 ∈ (h)F . Тогда

h
x
−n1
1

2m+1 = xn1
1 xn2

2 ∈ (h)F .
Если n — четное (n = 2m), то h2m+3 =

= x2mα2
2 x2mα1

1 = xn2
2 xn1

1 ∈ (h)F . Тогда h
x
−n1
1

2m+3 =
= xn1

1 xn2
2 ∈ (h)F .

Заметим, что [h, g] = h−1hg ∈ (h)F для любого
g ∈ F . Рассмотрим следующие элементы, принад-
лежащие нормальному замыканию (h)F :

[h, x2, x1] = [x2, x1, x1]
−α1 , (1)

[h, x1, x2] = [x2, x1, x2]
α2 , (2)

[h, x1, x1] = [x2, x1, x1]
α2 , (3)

[h, x2, x2] = [x2, x1, x2]
−α1 , (4)

[h, x1] = [x2, x1]
α2 [x2, x1, x2]

α2
2−α2
2 , (5)

[h, x2] = [x2, x1]
−α1 [x2, x1, x1]

−
α2
1−α1
2 ·

·[x2, x1, x2]−α1α2 .
(6)

Поскольку НОД(α1, α2) = 1, то α1 6≡ 0(mod 2)
или α2 6≡ 0(mod 2).

Если α1 6≡ 0(mod 2), то из (1) и (4) следует, что
[x2, x1, x1], [x2, x1, x2] ∈ (h)F . Если α2 6≡ 0(mod 2),
то это утверждение получается из (2) и (3).
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Так как НОД(α1, α2) = 1, то по теореме о НОД
найдутся целые числа u1, u2 такие, что α1u1+
+α2u2 = 1. Заметим, что следующие элементы
принадлежат нормальному замыканию (h)F :

[x2, x1]
α1 = [h, x2]

−1[x2, x1, x1]
−

α2
1−α1
2 ·

·[x2, x1, x2]−α1α2 ,

[x2, x1]
α2 = [h, x1][x2, x1, x2]

−
α2
2−α2
2 .

Тогда [x2, x1] = [x2, x1]
α1u1 [x2, x1]

α2u2 ∈ (h)F .

Таким образом, f ∈ (h)F , (f)F ⊆ (h)F и (f)F ∈
∈ qH2. Получили, что для любого f ∈ F нор-
мальное замыкание (f)F ∈ qH2 и, следовательно,
F ∈ L(qH2). Таким образом, класс L(qH2) содер-
жит нильпотентную группу ступени 3 в отли-
чие от класса L(qH2n), который содержит лишь
нильпотентные ступени ≤ 2 группы. Теорема до-
казана.

В заключение автор выражает глубокую при-
знательность профессору А.И. Будкину за поста-
новку задачи и ценные замечания, высказанные
в ходе подготовки статьи.
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