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Рассматривается математическая модель изо-
термической внутренней эрозии без учета дефор-
мации пористой среды. Фильтрация подземных
вод происходит в водоносном горизонте, который
соприкасается с промерзшим песчаным грунтом.
В процессе оттаивания грунта и при достиже-
нии определенной величины скорости фильтра-
ции происходит вынос частиц грунта из области
течения и образование подземных полостей. В ре-
зультате увеличения и достижения критических
размеров этих полостей обрушивается свод много-
летнемерзлых пород. В качестве математической
модели используются уравнения сохранения мас-
сы для воды, подвижных твердых частиц и непо-
движного пористого скелета, а также закон Дарси
для воды и подвижных твердых частиц (аналог
классической модели Маскета-Леверетта) и соот-
ношение для интенсивности суффозионного пото-
ка. В пункте 1 дается постановка задачи, приво-
дятся вспомогательные сведения и формулирует-
ся теорема об однозначной классической разреши-
мости. В пункте 2 изложены семь лемм, в том чис-
ле установлены физические принципы максиму-
ма для насыщенности воды и пористости. Клю-
чевым моментом является доказательство гель-
деровской непрерывности насыщенности. Далее
проверяются условия теоремы Шаудера о непо-
движной точке.
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This paper deals with a mathematical model
of isothermal internal erosion without deformation
of a porous medium. Underground water filtration
occurs in the aquifer being in contact with frozen
sandy soil. During soil thawing and at a certain
magnitude of the filtration velocity, soil particles are
removed from the flow, and underground cavities are
created. These cavities increase in sizes and reach
their critical sizes that result in a permafrost arch
collapse. A mathematical model is based on mass
conservation equations for water, moving solids
particles and stationary porous skeleton along with
Darcy’s law for water and moving solid particles
(similar to a classical Muskat-Leverett model), and
the equation for the intensity of suffusion flow.
The problem statement and supporting information
are provided in Paragraph 1 along with the
statement of a theorem of unique classical solvability.
Seven lemmas and physical principles for maxima
of water saturation and porosity are presented
in Paragraph 2. A key moment is to prove Holder’s
continuity of saturation. Then, the conditions
of Schauder’s theorem of a fixed point are verified.

Key words: multiphase flow, porous medium,

suffusion, phase transition, saturation.

1. Постановка задачи и формулировка
основного результата. Изучается следующая
система уравнений составного типа:

∂sφ

∂t
=

∂

∂x
(K0(φ)a(s)▽ s− b(s)v(t) +F (s, φ)), (1)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке государ-
ственного задания Министерства №2014/2 и гранта РФФИ
№13-08-01097.

∂(1− φ)

∂t
= −I(s, φ), (2)

решаемая в области (x, t) ∈ QT = Q × (0, T ), Q =
= (0, 1), при краевых и начальных условиях

s(0, t) = s0(t), s(1, t) = s1(t), (3)

s(x, 0) = s0(x), φ(x, 0) = φ0(x).
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О разрешимости первой краевой задачи для одномерных уравнений...

Данная начально-краевая задача описывает
одномерное движение в неподвижной пористой
среде двухфазной смеси, состоящей из твердых
частиц и жидкости [1, 2]. Здесь φ — пористость;
s — насыщенность воды; I — интенсивность пе-
рехода массы из твердого скелета; кроме того,
K0(φ), a(s), b(s), F (s, φ) — заданные функции. За-
дача записана в эйлеровых координатах x, t. Ис-
комыми являются величины s и φ. Математиче-
ские модели процесса суффозии изложены в ра-
ботах [1,2]. Математическое обоснование постано-
вок задач отсутствует, за исключением рассмот-
рения частных решений [3–5]. Вывод уравнений
(1), (2) дан в работе [6]. Система уравнений близ-
ка по структуре уравнениям двухфазной филь-
трации несмешивающихся жидкостей в случае из-
вестной пористости [7–9]. Особенностью данной
задачи является необходимость обоснования фи-
зического принципа максимума для пористости φ
и насыщенности s вида 0 ≤ φ ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1.
Кроме того, коэффициент a(s) в общем случае
обладает свойствами a(0) = a(1) = 0, a(s) > 0
при s ∈ (0, 1), т. е. уравнение (1) является вырож-
дающимся на решении, а переменная неизвестная
пористость существенно усложняет структуру си-
стемы (1), (2).

Поэтому на первом этапе исследования зада-
чи (1)–(3) рассматривается случай невырождаю-
щегося уравнения (1) (a(s) > 0 при s ∈ [0, 1],
0 < φ ≤ 1 ). Целью работы является доказатель-
ство классической разрешимости задачи (1)–(3).

Для интенсивности фазовых переходов при-
нимается следующая модельная зависимость [1]:
I = δ(s)R(φ)max{|v(t)| − vk, 0},

δ(s) =







0, s ≥ 1;
1− s, 0 < s < 1;
1, s ≤ 0.

R(φ) =







0, φ ≥ 1;
φ(1 − φ), 0 < φ < 1;
0, φ ≤ 0.

где v(t) — суммарная скорость фильтрации (за-
данная функция); vk — предельное значение
скорости фильтрации при превышении которой
«запускается процесс» суффозии.

Определение 1. Классическим решением зада-
чи (1)–(3) в цилиндре QT будем называть пару
функций s(x, t), φ(x, t) ∈ C2+α,(2+α)/2(QT ), удо-
влетворяющую уравнениям (1), (2) и условиям (3)
в обычном смысле. Причем 0 ≤ s ≤ 1, 0 < φ ≤ 1.

В дальнейшем будем придерживаться обозна-
чений, принятых в [10].

Теорема. Пусть данные задачи (1)–(3) подчи-
няются условиям:

1. Функции K0(φ), a(s), b(s), F (s, φ) и их про-
изводные до второго порядка непрерывны для
s ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 1] и удовлетворяют условиям

0 < m ≤ K0(φ), a(s) ≤M <∞,

F (s, φ) = 0 при s < 0, s > 1.
2. Функции v(t), s0(t), s1(t), s

0(x), φ0(x) удо-
влетворяют следующим условиям гладкости:

v(t), s0(t), s1(t) ∈ C2+α[0, T ];

s0(x), φ0(x) ∈ C2+α(Q)

и условиям согласования

s0(0) = s0(0), s1(0) = s0(1),

а также удовлетворяют неравенствам

|v(0)| > vk, 0 ≤ s0(x) ≤ 1, 0 < m0 ≤ φ0 ≤ 1,

0 ≤ s0(t) ≤ 1, 0 ≤ s1(t) ≤ 1

где m0,m,M, vk — известные положительные по-
стоянные.

Тогда для любого конечного интервала (0, T ]
задача (1)–(3) имеет единственное классическое
решение:

φ(x, t), s(x, t) ∈ C2+α,(2+α)/2(QT ).

Более того,

0 ≤ s(x, t) ≤ 1, 0 < φ(x, t) ≤ 1, (x, t) ∈ QT .

2. Разрешимость задачи. Для классиче-
ского решения справедливы следующие утвер-
ждения.

Лемма 1. Пусть пара (s, φ) — решение задачи
(1)–(3) и выполнены условия теоремы, тогда φ0 ≤
≤ φ ≤ 1.

Доказательство. Оценка слева φ0 ≤ φ следует
из свойств правой части уравнения (2) (φt > 0),
φ — монотонно возрастающая функция.

Умножив уравнение (2) на срезку φ =
= max{φ− 1, 0} и проинтегрировав по области
QT , получим

(φt, φ)QT
= (δ(s)R(φ)max{|~v(t)| − vk, 0}, φ)QT

. (4)

Отметим, что в силу определения срезки φ ин-
тегралы в (4) берутся на самом деле по области
Q∗

T = {(x, t) ∈ QT , φ > 1}, в которой φ = φ − 1,
φt = φt и R(φ) = 0. Из равенства (4) следует, что
φ ≡ 0. Оценка справа доказана.

Замечание 1. Если |~v(t)| < M ограниченная
функция и выполнены условия леммы 1, то для
пористости справедливо соотношение

φ =
φ0

φ0 + (1− φ0)e
−

t∫

0

δ(s)max{|~v(t)|−vk,0}dτ

,

заметим, что 1 является асимптотой функции φ.
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Заменим a(s) в уравнении (1) на a(s) = a(s)+ε,
ε > 0.

Лемма 2. Пусть пара (s, φ) — решение задачи
(1)–(3), выполнены условия теоремы и φ0 ≤ φ ≤ 1,
тогда 0 ≤ s ≤ 1.

Доказательство. Умножив уравнение (1)
на срезку s = max{s − 1, 0} и проинтегрировав
по области QT , получим

(sφt, s)QT
+ (φst, s)QT

=

= (
∂

∂x
(K0asx + F ), s)QT

− (v(t)bssx, s)QT
. (5)

Заметим, что в силу определения срезки s инте-
гралы в (5) берутся на самом деле по области
Q∗

T = {(x, t) ∈ QT , s > 1}, в которой s = s − 1,
st = st, sx = sx, φt > 0 и F = 0. Из равенства (5)
следует оценка

||
√

φs||22,Q ≤ C

t
∫

0

||
√

φs||22,Qdτ,

где C — положительная постоянная. Следователь-
но, s ≡ 0, т. е. s ≤ 1.

Аналогично проводится доказательство s ≥ 0.
Рассмотрим вместо s функцию s = max{−s, 0},
получим

1

2
||
√

φs||22,Q +
1

2
(sφt, s)QT

+ (K0εsx, sx)QT
=

= −(v(t)bssx, s)QT
.

Отсюда, проводя аналогичные доказательству s ≤
≤ 1 оценки слагаемых, получаем, что s ≡ 0 и,
следовательно, s ≥ 0.

Лемма 3. Пусть дважды непрерывно диффе-
ренцируемая на [0, T ] неотрицательная функция
y(t) равна нулю при t = 0 и удовлетворяет нера-
венству

d2y(t)

dt2
≤ C(

dy(t)

dt
+ y(t) +B(t)), (6)

с постоянной C > 0 и неотрицательной суммиру-
емой на [0, T ] функцией B(t). Тогда

y(t) ≤ Φ(t) ≡ 1

C + 2
(e(C+2)t − 1)

dy

dt
(0)+ (7)

+Ce(C+1)t

t
∫

0

e−(C+2)t1





t1
∫

0

eτB(τ)dτ



 dt1,

dy(t)

dt
≤ (C + 1)Φ(t)+ (8)

+e−t





dy

dt
(0) + C

t
∫

0

eτB(τ)dτ



 .

Доказательство. Умножим обе части (6) на et

и результат запишем в виде неравенства

d

dt
(et

(

dy

dt
− (C + 1)y

)

+ ety) ≤ CetB(t).

Отбрасывая неотрицательное второе слагаемое
левой части и интегрируя полученное неравенство
по t от 0 до t1, выводим

dy(t1)

dt1
− (C + 1)y(t1) ≤

≤ e−t1





dy

dt1
(0) + C

t1
∫

0

eτB(τ)dτ



 .

Откуда имеем

d

dt1

(

e−(C+1)t1y(t1)
)

≤

≤ e−(C+2)t1





dy

dt1
(0) + C

t1
∫

0

eτB(τ)dτ





и, следовательно,

y(t) ≤ 1

C + 2
(e(C+1)t − e−t)

dy

dt
(0)+

+Ce(C+1)t

t
∫

0

e−(C+2)t1





t1
∫

0

eτB(τ)dτ



 dt1.

Из этого неравенства следуют (7) и (8), лемма 3
доказана.

Лемма 4. Пусть две пары (si, φi), i = 1, 2, яв-
ляются классическими решениями задачи (1)–(2)

с граничными s
(i)
0 , s

(i)
1 и начальными s0i , φ

0
i усло-

виями соответственно. Пусть

||s10 − s20||+ ||s11 − s21||+ ||s01 − s01||+ ||φ01 − φ01|| = δ,

тогда верны оценки

t
∫

0

1
∫

0

s2dxdt ≤ Cδ,

t
∫

0

1
∫

0

s2xdxdt ≤ Cδ, (9)

t
∫

0

1
∫

0

φ2tdxdt ≤ Cδ,

t
∫

0

1
∫

0

φ2dxdt ≤ Cδ,

где постоянная C зависит только от m0,m,M, vk.
Доказательство. Пара функций (s = s(1)−

−s(2), φ = φ(1) − φ(2)) есть решение системы

∂(a0s+ a1φ)

∂t
=

∂

∂x
(b0sx − b1sb2φ), (10)

∂(h0φ)

∂t
= hs. (11)
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Здесь a0 = φ(1) > 0, a1 = s(2) > 0,
b0 = K0(φ

(2))a(s(2)) > 0,
b1(s

1), s(2), φ(1), φ(2)), b2(s
(1), s(2), φ(1), φ(2)),

h0 =
G(φ(1))−G(φ(2))

φ(1) − φ(2)
, G(φ) =

φ
∫

0

1

R(ζ)
dζ,

h =
(δ(s(1))− δ(s(2)))max{|~v(t)| − vk, 0}

s(1) − s(2)
,

s|x=0 = s
(1)
0 − s

(2)
0 = s0(t),

s|x=1 = s
(1)
1 − s

(2)
1 = s1(t),

s|t=0 = s01 − s02 = s0(x),

φ|t=0 = φ01 − φ02 = φ0(x).

После замены u = h0φ, w = s−ψ(x, t), ψ(x, t) =
= (1−x)s0(t)+xs1(t) уравнения (10) и (11) примут
вид

a0wt + a1w + a0ψt + ã1tu =

= (b0wx + b1w +˜b2u+ b0ψx + b1ψ)x,

ut = hw + hψ(x, t). (12)

Здесь a1 = a0t + a1h/h0, ã1 = a1/h0, ˜b2 = b1/h0,
Заметим, что w|x=0 = w|x=1 = 0. Умножим урав-
нение (12) на w и проинтегрируем по x и t, для
полученного представления справедлива оценка

d

dt

1
∫

0

a0w
2dx ≤ (13)

≤ C(

1
∫

0

a0w
2dx+

t
∫

0

1
∫

0

a0w
2dxdt+B(t)),

B(t) =

t
∫

0

1
∫

0

(ψ2
t + ψ2 + ψ2

x + |u(x, 0)|2)dxdt,

где постоянная C зависит только от m0,m,M, vk.
Если

y =

t
∫

0

1
∫

0

a0w
2dx ≥ 0,

то уравнение (13) примет вид (6) и из леммы 4
следует выполнение оценок (9).

Заменой V =
s
∫

0

a(τ)dτ уравнение (1) приведем

к виду

Vt −
K0(φ)

φ
a(s(V ))Vxx = f. (14)

f = −a(s(V ))s(V )
φt
φ

+ a
1

φ

∂K0

∂φ
φxVx+

+a
1

φ

∂F

∂V
Vx + a

1

φ

∂F

∂φ
φx − a

v(t)

φ

∂b

∂V
Vx,

Лемма 5. Если φ и s классическое решение,
то справедливо неравенство

1
∫

0

V 2
x dx+

t
∫

0

1
∫

0

V 2
xxdxdt ≤ C1(m0,m,M, vk). (15)

Доказательство. Умножив уравнение (1) на s
и проинтегрировав по x и t, получим оценку

t
∫

0

1
∫

0

(φ2x + s2x)dxdt ≤ C(m0,m,M, vk).

Оценка (15) получается стандартным образом
умножением уравнения (14) на Vxx и последую-
щим интегрированием. Основное нелинейное сла-
гаемое оценивается следующим образом:

1
∫

0

|φxVxVxx|dx ≤ 1

2ε

1
∫

0

|Vx|2dx +
ε

2

1
∫

0

|Vxx|2dx.

Лемма 6. Если φ и s классическое решение,
то справедливо неравенство

1
∫

0

V 2
t dx+

t
∫

0

1
∫

0

V 2
xtdxdt ≤ C2(m0,m,M, vk). (16)

Доказательство. Продифференцируем уравне-
ние (14) по t, умножим на Vt и полученное
соотношение проинтегрируем по x и t. Основ-
ное нелинейное слагаемое оценивается следую-
щим образом:

1
∫

0

|φtV 2
t Vx|dx ≤

≤ C(1 + (max
x

V 2
x +max

x
φ2x))

1
∫

0

V 2
t dx ≤ C2.

Замечание 2. Из оценок (9), (15) и (16) полу-
чим

||s||(α)Q ≤ C3(m0,m,M, vk),

||φ||(α)Q ≤ C4(m0,m,M, vk).

Доказательство теоремы. Подставим в коэф-
фициенты уравнения (2) произвольную непрерыв-
ную функцию s̃(x, t), удовлетворяющую неравен-
ству |s̃| ≤M , где постоянная M > 0 будет выбра-
на ниже. Полученная при этом линейная задача

∂s˜φ

∂t
=

∂

∂x
(K0(˜φ)a(s̃)▽s−b(s̃)~v(t)+ ~F (s̃, ˜φ)), (17)

∂˜φ

∂t
= δ(s̃)R(˜φ)max{|~v(t)| − vk, 0}, (18)

139



МАТЕМАТИКА

удовлетворяет граничным и начальным усло-
виям (3). Следуя доказательствам лемм 1–6, по-
лучим, в частности, оценку постоянной Гельдера

||s||(α)Q ≤ C3(m0,m,M, vk). (19)

Следует заметить, что данная оценка позволя-
ет воспользоваться оценками шаудеровского типа
и повысить гладкость решения до классического.

Выберем M = C3 и рассмотрим отображе-
ние U : s̃ → s из неравенства (19) следует, что
это отображение в пространстве C0,0(Q) перево-
дит шар {|s̃| ≤M1} в себя. Кроме того, оно непре-
рывно в пространстве C0,0(Q). Отображение U
является вполне непрерывным: любую непрерыв-
ную функцию оно переводит в функцию класса
Cα,α/2(Q) удовлетворяющую неравенству (19).

Таким образом, для отображения U спра-
ведливы все условия теоремы Шаудера о непо-
движной точке [11]. Следовательно, существу-
ет по крайней мере одна неподвижная точ-
ка s(x, t) ≡ s̃(x, t) этого отображения и соот-
ветствующее этой функции классическое реше-
ние φ(x, t) ≡ ˜φ(x, t) задачи (17)–(18). Очевид-
но, пара (φ(x, t)s(x, t)) является классическим ре-
шением задачи (1)–(3). Единственность следует
из леммы 4.

Заключение. Доказана глобальная разре-
шимость начально-краевой задачи для невырож-
денных уравнений внутренней эрозии. Естествен-
ным продолжением работы будет рассмотрение
случая вырождающихся уравнений и учет сжи-
маемости грунта. Первые результаты в этом на-
правлении получены в работах [12–15].
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