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Рассматривается математическая модель сов-
местного движения двух несмешивающихся жид-
костей в пороупругой среде. Данная модель явля-
ется обобщением классической модели Маскета-
Леверетта, в которой пористость считается за-
данной функцией пространственной координа-
ты. Учет сжимаемости пористой среды является
принципиальным моментом. В основе предлага-
емой модели лежат уравнения сохранения мас-
сы жидкостей и пористого скелета, закон Дар-
си для жидкостей, учитывающий движение пори-
стого скелета, формула Лапласа для капиллярно-
го давления, реологическое уравнение для пори-
стости и условие равновесия «системы в целом».
В пункте 1 дается постановка задачи и проводится
преобразование трехмерной системы уравнений,
записанной в переменных Эйлера. В результате
возникает система составного типа, содержащая,
как в классической модели Маскета-Леверетта,
вырождающиеся на решении уравнения. Для ско-
рости твердой фазы возникает условие совместно-
сти. В пункте 2 рассматривается одномерная за-
дача. Переход в переменные Лагранжа приводит
к замкнутой системе уравнений, которая не содер-
жит скорости твердой фазы.

Ключевые слова: двухфазная фильтрация, за-

кон Дарси, насыщенность, пороупругость, пере-

менные Лагранжа.

DOI 10.14258/izvasu(2015)1.2-24

In this paper, a mathematical model of simulta-
neous flow of two immiscible liquids in a poro-
elastic medium are considered. This model is
a generalization of the classical Muskat-Leverett
model, in which porosity is considered to be a given
function of spatial coordinates. The accounting
of compressibility of the porous medium is the
crucial moment. The proposed model is based on the
mass conservation equations for liquids and porous
skeleton, Darcy’s law for liquids, the movement
of the porous skeleton, the formula for the Laplace
capillary pressure, rheological equation for porosity,
and the condition of equilibrium “of the system
as a whole”. Paragraph 1 provides the formulation
of the problem and the conversion of a three-
dimensional system of equations written in Euler
variables. The result is a system of a composite
type that, like the classical Muskat-Leverett model,
consists of equations with degenerate solutions.
A compatibility condition occurs for solid phase
velocity. Passing to Lagrange variables results
in the closed system of equations free of solid
phase velocity.

Key words: two-phase filtration, Darcy’s law,

saturation, poroelastic, Lagrange variables.

1. Постановка задачи. Рассматривается
движение двухфазной несжимаемой жидкости
в неоднородном анизотропном грунте с пористо-
стью φ (доля объема среды, приходящаяся на
пустоты). Уравнения неразрывности с учетом
пористости принимают вид [1–3]

∗Работа выполнена при финансовой поддержке государ-
ственного задания Министерства №2014/2 и гранта РФФИ
№13-08-01097.

∂φρ0i si
∂t

+∇ · (ρ0iφsi~ui) = 0, i = 1, 2, (1)

где ~ui, si — скорость и насыщенность фаз (доля
пор, занятых i-й фазой). Вместо уравнений сохра-
нения импульса в теории двухфазной фильтрации
используется обобщенный закон Дарси [4]

siφ(~ui − ~u3) = −K0
k0i
µi

(∇pi + ρ0i~g), i = 1, 2, (2)
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где ~u3 — скорость твердого скелета; K0 — тензор
фильтрации (функция пористости); k0i — относи-
тельные фазовые проницаемости; µi — коэффици-
енты динамической вязкости; pi — давления фаз;
~g — вектор ускорения силы тяжести. При этом k0i
должны зависеть от насыщенности si, поскольку
часть порового пространства занята другой жид-
костью [1].

По определению, насыщенности si меняются
в пределах 0 < s0i ≤ si ≤ 1 − s0j < 1, i 6= j,
s1 + s2 = 1, и при достижении значений si =
= s0i движение i-й компоненты прекращается, что
обеспечивается выполнением условий k0i(s

0
i ) = 0,

i = 1, 2.
Учет капиллярных сил означает, что фазовые

давления pi различаются на величину капилляр-
ного скачка

p2 − p1 = pc(x, s), s =
s1 − s01

1− s01 − s02
,

0 ≤ s ≤ 1.

(3)

Капиллярное давление pc определяется кри-
визной границы раздела двух несмешивающихся
жидкостей, насыщенностью смачивающей жидко-
сти, характеристиками пористой среды и жидко-
стей и выражается формулой Лапласа [3]

pc(x, s) = pc(x)j(s), (4)

где pc(x) — заданная функция точки ~x = (x1,

x2, x3), j(s) — функция Леверетта
(dj(s)

ds
≤ 0,

j(0) = ∞, j(1) = 0
)

.

Система уравнений (1)–(4) относительно ха-
рактеристик ~ui, pi и s = (s1−s01)/(1−s01−s02) несме-
шивающихся жидкостей, движущихся в недефор-
мируемой пористой среде, в изотермическом слу-
чае (температура в потоке постоянная) замыкает-
ся либо предположением о несжимаемости жид-
костей, т.е. ρ0i = const, либо условием ρ0i = ρ0i (pi).

Полученную математическую модель в случае
неподвижной пористой среды (~u3 = 0) называют
моделью Маскета-Леверетта [5–7].

Принципиальным моментом является учет
сжимаемости пористой среды. Следуя [8–10], до-
полним систему (1)–(4) уравнением сохранения
массы твердого скелета, реологическим уравнени-
ем для пористости и условием равновесия «систе-
мы в целом»:

∂(1− φ)ρ03
∂t

+∇ · (ρ03(1− φ)~u3) = 0, (5)

∇ · ~u3 = − 1

ξ(φ)
pe − βt(φ)(

∂pe
∂t

+ ~u3 · ∇pe), (6)

∇ptot = ρtot~g, (7)

где ρ03 — истинная плотность твердой фазы; pe =
= ptot − pf — эффективное давление; ptot = φpf+

+(1 − φ)ps — общее давление; pf = s1p1 + s2p2;
ps — соответственно давления жидкой и твердой
фаз; ρtot = (1 − φ)ρ03 + φ(s1ρ

0
1 + s2ρ

0
2) — общая

плотность; ξ(φ) и βt(φ) — коэффициенты объем-
ной вязкости и объемной сжимаемости горной по-
роды есть заданные функции (модельные зависи-

мости:
1

ξ(φ)
= φm/ν, βt(φ) = φbβφ, где b = 1/2;

m ∈ [0, 2]; n = 3; µ, ν, βφ — положительные
параметры пороупругой среды [9, 10]). Система
(1)–(7) записана в эйлеровых координатах ~x ∈ R3,
t ∈ [0, T ]. Истинные плотности ρ0i принимаются
постоянными. Поскольку s2 = 1− s1, то неизвест-
ными являются 14 скалярных величин: s1, φ, p1,
p2, ps, 3~u1, 3~u2, 3~u3. Для их определения служат
также 14 скалярных уравнений: два уравнения
неразрывности (1), шесть уравнений закона Дар-
си (2), уравнение для капиллярного скачка (3),
уравнение неразрывности твердой фазы (5), рео-
логическое соотношение (6), три уравнения рав-
новесия (7).

Преобразуем систему (1)–(7). Сложив уравне-
ния (1) и (5), получим равенство

∇ · (φ(s1~u1 + s2~u2) + (1 − φ)~u3) = 0,

которое приводится к виду

∇ · (φs1(~u1 − ~u3) + φs2(~u2 − ~u3) + ~u3) = 0.

Положим

~v = φs1(~u1 − ~u3) + φs2(~u2 − ~u3), k0i =
k0i
µi

.

Используя (2) и (3), получим следующее пред-
ставление для ~v:

−~v = K0(φ)(k01(▽p1 + ρ01~g)+

+k02(▽(p1 + pc) + ρ02~g)) = K0(φ)k(s)▽ p+ ~f,

где «приведенное» давление p определяется ра-
венством

p = p1 −
1

∫

s

k02(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ.

Здесь также введены следующие обозначения:

k(s) = k01 + k02,

~f = K0(k02 ▽x pc + k

1
∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
▽x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ+

+(k01ρ
0
1 + k02ρ

0
2)~g),

а символ ▽x применяется только по переменной
~x, входящей явно, например

▽xpc(s, x) =

(

∂pc(s, x)

∂x1
,
∂pc(s, x)

∂x2
,
∂pc(s, x)

∂x3

)

.
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Таким образом, справедливо равенство

∇ · ~u3 = −∇ · ~v = ∇ · (K0(φ)k(s)▽ p+ ~f). (8)

С учетом введенного давления p для ~v1 ≡
≡ s1φ~u1 имеем

~v1 = s1φ(~u1 − ~u3) + s1φ~u3 =

= −K0a▽ s−K0k01 ▽ p− ~f0 + s1φ~u3,

где

a = −k01k02
k

∂pc
∂s

,
∂pc
∂s

≤ 0,

~f0 = K0k01(

1
∫

s

k02(ξ)

k(ξ)
▽x

∂pc(ξ, x)

∂ξ
dξ + ρ01~g).

Таким образом, уравнение неразрывности для
первой фазы можно представить в виде

∂φs1
∂t

−∇ · (K0a▽ s+K0k01 ▽ p+ ~f0)+

+∇ · (φs1~u3) = 0. (9)

Система (8), (9) служит для определения s, p
(при заданных φ, div~u3). Давления pe, ptot, pf и p
связаны равенствами

pf ≡ s1p1 + s2p2 = p+Gc + s2pe,

Gc =

1
∫

s

k02(ξ)

k(ξ)

∂pc
∂ξ

dξ, (10)

pe ≡ ptot − pf = ptot − p− (Gc + s2pc), (11)

ptot ≡ φpf + (1− φ)ps =

φ(p+Gc + s2pc) + (1− φ)ps, (12)

С учетом ptot для pe получим

pe = (1− φ)(ps − p−Gc − s2pc). (13)

Формулы (10)–(13) дают представление pe,
ptot, pf через p. Обратная связь:

p = ptot − pe − (Gc + s2pc), (14)

или

−p =
1

1− φ
pe − ps + (Gc + s2pc). (15)

В силу (7) и (14) имеем

∇p = ρtot~g −∇pe −∇(Gc + s2pc).

Тогда для ~v и ~v1 получим

−~v = K0(φ)k(s)(ρtot~g −▽pe −∇(Gc + s2pc)) + ~f,

~v1 = −K0a▽ s− ~f0 + s1φ~u3−
−K0k01 ▽ (ρtot~g −∇pe −∇(Gc + s2pc)).

Наконец, ptot через pe выражается следующим
образом:

ptot = pc −
φ

1− φ
pe. (16)

Опишем схему решения системы (1)–(7). Урав-
нение (5) представим в виде

∂ ln(1− φ)

∂t
+~u3 ·∇ ln(1−φ) = −∇·~u3, φ|t=0 = φ0(~x)

и будем рассматривать относительно (1 − φ) при
заданном поле скоростей ~u3. Характеристики это-
го уравнения определяются задачей Коши

∂~y(τ, t, ~x)

∂τ
= ~u3(~y(τ, t, ~x), τ), ~y|τ=t = ~x.

Если ~u3 – достаточно гладкая функция (напри-
мер, ~u3(~x, t) ∈ W 2,1

q (QT ), q > n, φ0 ∈ [m0,M0],
m0 > 0, M0 < 1, ∇φ0(~x) ∈ Lq(Ω)), то справедливо
следующее представление [11]:

(1 − φ(~x, t)) = (1− φ0(~y(0, t, ~x)))·

exp
(

t
∫

0

∇y · ~u3(~y(τ, t, ~x), τ)dτ
)

.

Подставляя найденное φ в уравнение (6), най-
дем эффективное давление как функцию ~u3.

Систему (8), (9) рассмотрим относительно на-
сыщенности s и приведенного давления p при за-
данных значениях ~u3.

Учитывая связь p и pe из (15), получим, что ps
определяется через p, pe, s, т.е. через ~u3. Следо-
вательно, ptot, ρtot также определяется через ~u3,
т.е. уравнения системы (7) с учетом (16) или (12)
служат для определения ~u3.

2. Одномерное движение, переменные
Лагранжа. В одномерном случае система (1)–
(7) принимает вид

∂φsi
∂t

+
∂

∂x
(φsiui) = 0, i = 1, 2, (17)

siφ(ui − u3) = −K0
k0i
µi

(
∂pi
∂x

− ρ0i g), i = 1, 2, (18)

s1 + s2 = 1, p2 − p1 = pc(x, s), (19)

s =
s1 − s01

1− s01 − s02
, 0 ≤ s ≤ 1,

∂(1− φ)

∂t
+

∂

∂x
((1− φ)u3) = 0, (20)

∂u3

∂x
= −a1(φ)pe − a2(φ)(

∂pe
∂t

+ u3
∂pe
∂x

), (21)

pe = ptot − pf , pf = s1p1 + s2p2,

∂ptot
∂x

= −ρtotg, (22)
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ρtot = (1− φ)ρ03 + φ(s1ρ
0
1 + s2ρ

0
2).

Здесь (x, t) — переменные Эйлера; a1(φ) =
1

ξ(φ)
,

a2(φ) = βt(φ).
Пусть y = y(ζ, x, t) — решение задачи Коши

[5, 12]:
∂y

∂ζ
= u3(y, ζ), y|ζ=t = x. (23)

Положим ξ = y(ζ, x, t)|ζ=0 и возьмем за но-
вые переменные ξ и t. Тогда 1 − φ(ξ, t) = (1−
−φ0(ξ))J(ξ, t), где J(ξ, t) =

∂ξ

∂x
— якобиан пере-

хода. Система уравнений (17)–(22) в новых пере-
менных имеет вид

∂φsi
∂t

+ J
∂

∂ξ
(φsiui)− u3J

∂

∂ξ
(φsi) = 0, i = 1, 2,

siφ(ui−u3) = −K0
k0i
µi

(
(1− φ)

(1 − φ0)

∂pi
∂ξ

−ρ0i g), i = 1, 2,

s1 + s2 = 1, p2 − p1 = pc(x, s) = pc(x)j(s),

∂(1− φ)

∂t
+

(1− φ)2

(1− φ0)

∂u3

∂ξ
= 0,

(1− φ)

(1− φ0)

∂u3

∂ξ
= −a1(φ)pe − a2(φ)

∂pe
∂t

,

pe = ptot − pf , pf = s1p1 + s2p2,

(1 − φ)

(1− φ0)

∂ptot
∂ξ

= −ρtotg,

ρtot = (1− φ)ρ03 + φ(s1ρ
0
1 + s2ρ

0
2).

Поскольку

u3
∂

∂ξ
(φsi) =

∂

∂ξ
(φsiu3)− φsi

∂u3

∂ξ
,

то первые уравнения полученной системы можно
привести к виду

1

(1 − φ)

∂

∂t
(φsi) +

1

(1− φ0)

∂

∂ξ
(φsi(u3 − u1))+

+
1

(1− φ0)
φsi

∂u3

∂ξ
= 0, i = 1, 2.

Используя уравнение неразрывности для тре-
тьей фазы, получим

∂

∂t
(

φ

1− φ
si) +

1

(1 − φ0)

∂

∂ξ
(φsi(ui − u3)) = 0.

Наконец, переходя от (ξ, t) к массовым лагран-
жевым переменным (x̄, t) по правилу

(1− φ0(ξ))dξ = dx̄, x̄(ξ) =

ξ
∫

0

(1− φ0(η))dη

и сохраняя затем для переменной x̄ обозначение
x, получим

∂

∂t
(

φ

1− φ
si)+

∂

∂x
(φsi(ui−u3)) = 0, i = 1, 2, (24)

siφ(ui − u3) = −K0
k0i
µi

((1 − φ)
∂pi
∂x

− ρ0i g), (25)

s1 + s2 = 1, p2 − p1 = pc(x, s) = pc(x)j(s), (26)

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2

∂u3

∂x
= 0, (27)

(1− φ)
∂u3

∂x
= −a1(φ)pe − a2(φ)

∂pe
∂t

, (28)

(1 − φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg. (29)

Преобразование уравнений (24)–(29). Положим

k0i
µi

= k0i и для сокращения выкладок будем счи-

тать pc = pc(s).
Складывая уравнения неразрывности для i =

= 1 и i = 2, получим

∂

∂t
(

φ

1− φ
)+

∂

∂x
(sφ(u1−u3)+(1−s)φ(u2−u3)) = 0.

Используя законы Дарси и формулу Лапласа
для скачка давлений, получим следующую цепоч-
ку равенств:

−v ≡ −s1φ(u1−u3)−s2φ(u2−u3) = K(1−φ)
∂p

∂x
+f.

где

p = p1 −
1

∫

s

k02
k

∂pc
∂ξ

dξ,

k = k01 + k02, K = K0k,

f = −K0g(k01ρ
0
1 + k02ρ

0
2).

Следовательно,

−v = K(1− φ)
∂p

∂x
+ f,

и преобразованное уравнение принимает вид

∂

∂t
(

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(K(1− φ)

∂p

∂x
+ f) = 0,

или
∂

∂t
(

φ

1 − φ
) +

∂v

∂x
= 0.

С учетом равенства

p1 = p+

1
∫

s

k02
k

∂pc
∂ξ

dξ

для s1φ(u1 − u3)
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имеем

−s1φ(u1 − u3) = K0k01((1 − φ)
∂p

∂x
−

−(1− φ)
k02

k01 + k02

∂pc
∂s

∂s

∂x
− ρ01g) =

= (1 − φ)K0a(s)
∂s

∂x
+ (1− φ)K1

∂p

∂x
+ f0,

где

a(s) = − k01k02
k01 + k02

∂pc
∂s

≥ 0, a(0) = a(1) = 0,

K1 = K0k01, f0 = −K1ρ
0
1g.

Уравнение неразрывности для i = 1 принимает
вид

∂

∂t
(

φ

1− φ
s1)−

∂

∂x
((1 − φ)K0a(s)

∂s

∂x
+

+(1− φ)K1
∂p

∂x
+ f0) = 0.

Этому уравнению можно придать другую форму.
Поскольку

(1 − φ)K1
∂p

∂x
= −k01

k
(v + f),

то

−s1φ(u1 − u3) = (1 − φ)K0a(s)
∂s

∂x
− b(s)v + F,

F = f0 − b(s)f, b(s) =
k01
k

,

и, следовательно,

∂

∂t
(

φ

1− φ
s1)−

∂

∂x
((1−φ)K0a(s)

∂s

∂x
−b(s)v+F ) = 0.

Преобразованная система (24)–(29) имеет вид

∂

∂t
(

φ

1 − φ
s1)−

∂

∂x
((1 − φ)K0a(s)

∂s

∂x
+

+(1− φ)K1
∂p

∂x
+ f0) = 0, (30)

∂

∂t
(

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(K(1− φ)

∂p

∂x
+ f) = 0, (31)

1

(1 − φ)

∂(1− φ)

∂t
= a1(φ)pe + a2(φ)

∂pe
∂t

, (32)

(1 − φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, (33)

Скорость u3 явно не входит в систему (30)–
(33). С учетом формул (12), (13) для ptot и pe че-
тыре уравнения системы служат для нахождения
s, p, φ, ps. Затем из (27) находим u3. Наконец,
из (23) восстанавливаем переменные Эйлера.

Заключение. В работе предложена новая
математическая модель изотермического движе-
ния двух несмешивающихся несжимаемых жид-
костей в пороупругой среде. Если пористость сре-
ды — заданная функция точки, а скорость сре-
ды равна нулю, то уравнения модели совпада-
ют с уравнениями классической модели Маскета-
Леверетта.
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