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Исследование экономико-математической модели локализованного рынка зерна

Постановка задачи. Рассмотрим математическую 
модель локализованного рынка зерна, упрощенную 
версию модели рассредоточенного рынка [1]. Примем 
следующие допущения:

1. Представим рассматриваемую систему в виде 
двухуровневой иерархии с ( 1)I+  центрами принятия 
решений — производителями зерна и зерноперераба-
тывающим предприятием.

2. Структура рынка представляет собой монопсо-
нию, где перерабатывающее предприятие выступа-
ет в качестве основного потребителя зерна на сырье-
вом рынке.

3. Имеющиеся переходящие запасы зерна и из-
держки на его хранение не учитываются.

4. Рассматривается средоточенная модель рын-
ка зерна, т. е. не принимается во внимание простран-
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объем предложения, удовлетворение которого осу-
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In the paper, a simplified mathematical economic 
model of a localized grain market is investigated. Model 
assumptions are the following: the market structure 
is a monopsony, spatial distribution of market partic-
ipants and transportation and marketing costs are not 
considered, the market is a single-product market, there 
is no grain resale among manufacturers. Grain market 
participants are grain manufacturers and grain process-
ing companies. The grain processing companies domi-
nate the market and set a grain purchasing price. The grain 
manufacturers determine the supply quantity to satisfy 
the needs of the grain processing companies. The simu-
lated system is presented in a game-theoretic and aggre-
gate form. The paper demonstrates and investigates fea-
tures of three types of solutions: a G1 strategies solution, 
a Nash’s equilibrium solution, and guaranteed results un-
der the assumption that the market is in equilibrium state. 
It is proved that the solution for this model is a Nash’s 
equilibrium solution under a certain conditions applied 
to the cost function of grain manufacturers.
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ственная распределенность участников рынка и их за-
траты на транспортировку и сбыт продукции.

5. Рассматриваемый рынок — однопродуктовый; 
продукция (зерно) предполагается однородной по ка-
честву.

6. Арбитраж отсутствует, т. е. нет перепродажи зер-
на между производителями.

7. Взаимодействие производителей сельскохозяй-
ственной продукции и переработчиков осуществля-
ется по сделкам купли-продажи.

В качестве поставщиков сырья для перерабатыва-
ющего предприятия выступают I  сельскохозяйствен-
ных производителей ( 1,..., ).i I=  Переработчик, обла-
дая доминирующим положением на рынке, назначает 
цену закупки зерна c , за счет чего формируется спрос 

( )X c  — объем закупаемого зерна, обеспечивающий 
максимум прибыли от реализации переработанной 
продукции. Подобные формы взаимодействия иссле-
дованы в работе [2].

Производитель, исходя из имеющегося объема то-
варного зерна, определяет предложение в объеме ix , 

1,...,i I= , удовлетворение которого осуществляется 
переработчиком — единственным потребителем 
на рынке.

Формализуем принципы функционирования участ-
ников рынка зерна в виде экономико-математической 
модели средоточенного (локализованного) рынка.

Цель функционирования переработчика заключа-
ется в максимизации прибыли от переработки и реа-
лизации готовой продукции и выражается целевой 
функцией ( )F c  вида

 
[ , ]

( ) ( ) ( ) max ,
c c c

F c d c X c
∈

= − →  (1)

где d  — доходность реализации единицы готовой 
продукции; c  — цена закупки зерна (управляемая пе-
ременная модели); ( )X c  — объем спроса на зерно, 
обеспечивающий максимум прибыли предприятию; 
c  — минимальная цена закупки сырья, при которой 

на рынок будет поступать предложение 
1

0 ;
I

i
i

x
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟>⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑  

c  — максимальная цена, при которой переработчик 
получит некоторую норму рентабельности.

Цель функционирования производителя сельско-
хозяйственной продукции заключается в максимиза-
ции прибыли от производства и реализации зерна 
и выражается целевой функцией ( )i if x  вида

 
[0, ]

( ) ( ) max ,
i i i

i i i i i
x a x

f x cx z x
∈

= − →  1,...,i I= , (2)

где ix  — объем предложения зерна (управляемая пе-
ременная), ( )i iz x  — функция себестоимости произве-
денной продукции; ix  — потенциал производства то-
варного зерна производителем, который зависит 
от климатических и почвенных условий сельскохозяй-

ственного производства, обеспеченности сельскохозяй-
ственной техникой и степени ее износа, трудовыми 
 ресурсами, финансовыми ресурсами и прочими про-
изводственными факторами; ia  — параметр, характе-
ризующий долю товарного зерна (потенциального 
предложения) от общего объема производства и учи-
тывающий объем зерна, направленный в счет оплаты 
труда, на корм скоту и прочие нужды (0 1).ia≤ ≤

Исследование экономико-математической мо-
дели. Предположим, что в модели (1)–(2) рас-
сматривается только равновесный рынок, т. е. ра-

венство 
1

( )
I

i
i

X c x
=

=∑  выполнено для [ , ]c c c∀ ∈  

и 
1

( ),
I

i i
i

a x X c
=

≥∑  тогда система (1)–(2) представляет 

собой теоретико-игровую модель следующего вида:
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I

i c c ci
F c d c x
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=

= − →∑  (3)
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( ) ( ) max , 1,2,..., ,
i i i

i i i i i x a x
f x cx z x i I

∈
= − → =  (4)

или в общем виде

1 21, ( ), (), , , ,..., , .II F f C X X XΓ= + ⋅ ⋅

Решение задачи (3)–(4) находится различными ме-
тодами теории игр, в частности, могут быть исследо-
ваны гарантированный результат каждого участника, 
ситуация равновесия по Нэшу, решение в стратегиях 
Г1 и Г2. Рассмотрим некоторые из упомянутых вари-
антов решений.

Найдем решение задачи (3)–(4) в стратегиях Г1. 
В соответствии с иерархическим взаимодействием 
первенством в принятии решения обладает пере-
работчик, он устанавливает цену реализации .c  
Производитель в зависимости от уровня цены форми-
рует предложение ( )x c∗ , обеспечивающее ему макси-
мум прибыли.

Найдем решение ( )ix c∗ , 1,...,i I= , задачи (4):

( ) ( )
0i i i i

i i

f x z x
c

x x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

;

( )i i

i

z x
c

x
∂

=
∂

.

Отсюда получаем общий вид оптимальной за-
висимости объема предложения зерна от цены 

( )i ix x c∗ ∗=  в условиях монопсонии в модели произ-
водителя (4). В целом условие оптимальности сви-
детельствует, что при высокой конкуренции между 
производителями зерна и монополии на рынке сбы-
та реализация продукции осуществляется по себе-
стоимости. Если функция ( )i iz x  линейна относи-
тельно ,ix  1,..., ,i I=  т. е. имеет вид 1( ) ,o

i i i i iz x b b x= +  
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тогда решение линейной оптимизационной задачи 
(4) достигается при 1

ic b<  в точках ( ) 0ix c∗ =  и при 
1
ic b>  в точках ( )i i ix c a x∗ =  ( 1,..., ).i I=

Проанализируем свойства полученного решения:
а) при увеличении рыночной цены объем предло-

жения возрастает;
б) при цене закупки больше величины прироста 

затрат на единицу прироста производства 
( )i i

i

z x
c

x
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

прибыль производителя неотрицательна ( ( ) 0).i if x ≥
Подставляя найденную зависимость ( )i ix x c∗ ∗=  

в задачу центра (переработчика) (3), получим:

[ , ]1
( ) ( ) ( ) max .

I

i c c ci
F c d c x c∗

∈
=

= − →∑

Найдем решение полученной задачи:

1 1

( )( ) ( ) ( ) 0.
I I

i
i

i i

x cF c x c d c
c c

∗
∗

= =

∂∂
=− + − =

∂ ∂∑ ∑

Отсюда получаем оптимальное решение c∗ =
( , )ic d x∗=  модели переработчика (3).
Проанализируем свойства полученного решения:
а) при c d∗ ≤  прибыль переработчика неотрица-

тельна: ( ) 0F c∗ ≥ ;

б) если 
( )

0ix c
c

∗∂
=

∂
, 1,...,i I= , т. е. ( )ix c∗  — неко-

торая постоянная величина, не зависящая от рыноч-
ной цены, то переработчик в условиях стабильности 
и низкой эластичности предложения обеспечивает по-

лучение максимальной прибыли 
( )

;i i

i

z x
c c

x
∗

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ = = ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ∂⎝ ⎠
 

при этом объем предложения не зависит от уровня цен 
и постоянен.

Найдем равновесное решение системы оптимиза-
ционных моделей (3)–(4).

Целевая функция переработчика ( )F c  линейна от-
носительно c , коэффициент перед c  отрицателен, 
значит, оптимальное значение достигается в точке 

.c c∗ =
Если функция издержек производителя относи-

тельно ix  линейна — 1( ) ,o
i i i i iz x b b x= +  1,..., ,i I=  

то оптимальное решение задачи (4) достигается 
в  точках

1

1

0, ( ) 0,
( ) .

, ( ) 0.
i

i
i i i

c b
x c

a x c b
∗

⎧⎪ − ≤⎪=⎨⎪ − >⎪⎩

Если функция издержек производителя ( )i iz x  
не является линейной относительно ix , то оптималь-
ное решение задачи (4) находится из выражения

( ) ( )
0.i i i i

i i

f x z x
c

x x
∂ ∂

= − =
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Полученное решение системы моделей (3)–(4) 

,c c∗ =  
1

1

0, ( ) 0,
( )

, ( ) 0.
i

i
i i i

c b
x c

a x c b
∗

⎧⎪ − ≤⎪=⎨⎪ − >⎪⎩
 является равновес-

ным по Нэшу.
Утверждение. Решение c c∗ = ,

1

1

0, ( ) 0,
( ) ,

, ( ) 0.
i

i
i i i

c b
x c

a x c b
∗

⎧⎪ − ≤⎪=⎨⎪ − >⎪⎩
 1,..., ,i I=  теоретико-игро-

вой модели (3)–(4) является равновесным по Нэшу, 
если функция издержек в модели (4) линейна относи-
тельно объемов предложения.

Доказательство. Пусть c∗  и ix
∗ , 1,...,i I= , — рав-

новесное по Нэшу решение системы (3)–(4). Тогда вы-
полнены следующие условия:

 * *( , ) ( , ),F c x F c x∗ ≥  c C∀ ∈ , (5)
 *( , ) ( , ), [0, ].i i i i if c x f c x x a x∗ ∗≥ ∀ ∈  (6)

Из (5) имеем следующее:

1 1
( ) ( ) ,

( ) 0, [ , ].

I I

i i
i i

d c x d c x

c c c c c

∗ ∗ ∗

= =
∗

− ≥ −

− ≥ ∀ ∈

∑ ∑

Учитывая, что [ , ],c c c∗ ∈  получаем .c c∗ =
Из (6) имеем следующее:

( ) ( ), [0, ],
( ) ( ( ) ( )),

( ) ( ( ) ( )) 0, [0, ].

i i i i i i i i i

i i i i

i i i i i i i i i

c x z x c x z x x a x
c x x z x z x

c x x z x z x x a x

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

− ≥ − ∀ ∈

− ≥ −

− + − ≥ ∀ ∈

При линейной функции издержек 1( ) o
i i i i iz x b b x= +  

получаем 1( )( ) 0, [0, ].i i i i i ic b x x x a x∗ ∗− − ≥ ∀ ∈  Таким 
образом, для задачи производителя выполнено усло-
вие равновесия по Нэшу.

Если  1( ) 0,ic b∗ − ≥  1,..., ,i I=  то  равновесной 
по Нэшу является точка i i ix a x∗ = , иначе 0ix

∗ = . 
Что и требовалось доказать.

Найдем решение задачи (3)–(4), гарантированные 
результаты переработчика и производителя, согласно 
основам теории игр с непротивоположными интере-
сами [3]. Гарантированный результат переработчика 

( )F c�  определяется как

[ , ] [0, ], 1,...,
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Гарантированный результат производителя ( , )i if c x�  
определяется как

{ }
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Решение ,c c∗ =  
1

1

0, ( ) 0,
( )

, ( ) 0.
i

i
i i i

c b
x c

a x c b
∗

⎧⎪ − ≤⎪=⎨⎪ − >⎪⎩
 пред-

ставляет собой один из вариантов компромиссных ре-
шений в модели (3)–(4).

Заключение. Рассмотрена упрощенная экономи-
ко-математическая модель рынка зерна — модель ло-
кализованного рынка. Проведено исследование моде-
ли и найдено решение в стратегиях Г1, равновесное 
по Нэшу решение, гарантированные результаты участ-
ников рынка. Доказано утверждение о равновесном 
по Нэшу решении в рассматриваемой модели.
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