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Рассмотрены проблемы моделирования вза-
имодействия ледового покрова и гидроупругих
волн. В качестве основной модели используются
уравнение колебаний тонкой упругой пластины.
Описано линейное уравнение тонкой пластины.
Рассмотрены основные предположения в модели-
ровании ледового покрова как упругой пластины,
а также задачи о прогибе безграничной ледовой
пластины под действием движущейся нагрузки.
Приведена постановка задачи о движении нагруз-
ки вдоль непрерывного ледового покрова. Приве-
дены примеры моделирования трещин и ударных
импульсов. Описаны методы и результаты чис-
ленных исследований. Предлагаемый метод рас-
чета возможен как при прямолинейном, так и при
криволинейном движении нагрузки. Охарактери-
зовано взаимодействие ледового покрова и строе-
ний. Описаны случаи взаимодействия льда с од-
ной стенкой и ледового покрова в канале, за-
крепленного на двух стенках. Особенностью за-
дачи поведения ледового покрова в канале явля-
ется учет только гидродинамического давления,
а внешняя нагрузка отсутствует. Приведены ре-
зультаты численных расчетов. Рассмотрены про-
блемы влияния снега и температурных напряже-
ний на параметры ледового покрова. Приведе-
но уравнение малых колебаний плавающей вяз-
коупругой ледовой пластины, покрытой снежным
покровом. Приведены результаты сравнения чис-
ленных расчетов рассматриваемых задач с опыт-
ными данными.

Ключевые слова: ледовый покров, гидроупругие

волны, движущаяся нагрузка.

DOI 10.14258/izvasu(2015)1.1-22

In this paper, problems of ice sheet and
hydroelastic waves interaction simulation are
studied. Linear equation of thin elastic plate is
used as a basic model. Topicality of the problem
is described in introduction. Linear equation of thin
plate is studied in section 1. Basic assumptions of
the elastic plate model for ice sheet modeling are
considered. Problems of infinite ice sheet deflection
under a moving load are investigated in section 2.
Problem formulation for the load motion along a
continuous ice cover is provided along with the
examples of cracks and shock pulses modeling.
Methods and results of numerical studies are
considered. The proposed method of calculation can
be used for rectilinear and curvilinear motions of
the load. Problems of the ice sheet and buildings
interaction are investigated for cases of the ice sheet
interaction with one wall and the ice sheet clamped
to the channel walls (section 3). A specific feature of
the problem of ice sheet behavior in a channel is that
only hydrodynamic pressure is considered with no
external load. Results of numerical calculations are
discussed. Influence of snow and temperature stresses
on ice sheet parameters is investigated in section 4.
A small oscillation equation for a floating viscoelastic
ice plate covered with snow is presented. Comparison
of numerical calculations with experimental data is
discussed.
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Введение. В связи с активным освоением
шельфа северных морей, разработкой северных
нефтяных месторождений, а также актуальными
проблемами разрушения льда в каналах и транс-
портировки грузов вдоль замороженных водоемов
в зимнее время задачи о гидроупругом и термоди-
намическом поведении ледового покрова привле-
кают все большее внимание исследователей в те-
чение последнего времени.

Наиболее изученным является поведение ледо-
вого покрова под действием гидроупругих волн,
когда ледовый покров моделируется упругой тон-
кой пластиной. Нестационарное взаимодействие
упругих пластин с жидкостью на протяжении
многих лет активно изучается во всем мире, по-
скольку оно тесно связано с задачами на проч-
ность в корабельной гидродинамике, а также с за-
дачами, возникающими при построении слож-
ных плавающих гидротехнических сооружений.
Многочисленные исследования посвящены воз-
действию волн, распространяющихся в ледовом
покрове, на морские сооружения, такие как вер-
тикальные колонны платформ и стенки. Пока-
зано, что даже волны малой амплитуды приво-
дят к большим силам и моментам, действующим
на находящиеся в контакте со льдом сооружения.

Задачи гидроупругости исследуются в течение
последних лет с целью создания математических
моделей взаимодействия упругих пластин с жид-
костью, а также методов определения нестаци-
онарного напряженного состояния упругих пла-
стин, находящихся в полном или частичном кон-
такте с жидкостью. Наиболее важным моментом
для получения корректных результатов является
решение совместных задач об упругом поведении
тела и движении жидкости.

Целью данной работы является исследование
проблем, постановок и методов решения задач
взаимодействия ледового покрова и гидроупругих
волн.

1. Основные теоретические предполо-
жения при моделировании ледовых пла-
стин. Линейное уравнение тонкой пластины по-
дробно изучено в работах [1–3]. Идея моделиро-
вания ледового покрова как упругой тонкой пла-
стиной состоит в том, что волны, распространяю-
щиеся вдоль пластины, имеют малую амплитуду
по сравнению с их длиной, и, следовательно, при-
сутствуют только малые значения изгибов пла-
стины. Основные предположения сформулирова-
ны в теории Кирхгофа — Лява и имеют следую-
щий вид:

1) прогиб срединной поверхности пластины
мал по сравнению с толщиной льда, следователь-
но, можно считать угол наклона пластины при из-
гибе незначительным;

2) в результате изгиба середина пластины оста-
ется недеформированной;

3) участки пластины, изначально перпендику-
лярные средней поверхности, остаются перпенди-
кулярными и после прогиба пластины, это озна-
чает, что вертикальные деформации сдвига незна-
чительны (гипотеза плоских сечений);

4) нормальные напряжения, приложенные
к середине пластины, малы по сравнению с други-
ми компонентами напряжения, и ими можно пре-
небречь.

Данные гипотезы являются упрощением урав-
нения балки Эйлера — Бернулли и позволяют
применять данное уравнение для исследования
тонких пластин.

Рассмотрим уравнение равновесия изгибного
и крутящего моментов упругой пластины под дей-
ствием некоторой внешней нагрузки q [2]:
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где h — толщина льда, ρi — плотность льда;
w(x, y, t) — вертикальный прогиб пластины; M1

и M2 — изгибающие моменты; M12 — крутящий
момент. Пластина расположена в плоскости xOy.
Представим моменты сил в терминах перемеще-
ний w:
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где EJ — изгибная жесткость упругой пластины;
ν — коэффициент Пуассона для льда; E — модуль
Юнга; J = h3/12(1−ν2). Подставляя (2)–(4) в (1),
получим линейное уравнение Эйлера — Бернулли
для упругой тонкой пластины

EJ∇4w + ρih
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= q, (5)

где бигармонический оператор ∇4 имеет вид:

∇4 = ∇2∇2 =
∂4

∂x4
+

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4
. (6)

Уравнение (5) не включает эффект инерции
вращения. Инерция вращения должна быть учте-
на, если нагрузка прилагается внезапно или если
значение нагрузки осциллирует с высокой часто-
той. Тогда уравнение (5) примет следующий вид:
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2. Математические модели ледового
покрова как упругой бесконечной пласти-
ны. В работах [4–6] исследовалось напряженно-
деформированное состояние ледового покрова
при движении по нему внешней нагрузки. В ста-
тье [5] приводится постановка задачи относи-
тельно прогиба ледового покрова и предлагает-
ся метод численного решения полученной систе-
мы дифференциальных уравнений. Данный метод
расчета возможен как при прямолинейном, так
и при криволинейном движении нагрузки.

В качестве основных уравнений модели ис-
пользовались уравнение вязкоупругих колебаний
льда под действием движущейся нагрузки [3]
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и уравнение Лапласа для потенциала скорости те-
чения жидкости
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где Φ — потенциал движения жидкости; G — мо-
дуль упругости льда при сдвиге; H — глубина
бассейна; ρi, ρw — плотности льда и воды соот-
ветственно; g — ускорение силы тяжести; τf —
время релаксации; p — интенсивность внешней
нагрузки.

Система уравнений (7)–(8) замыкается гранич-
ными условиями на дне бассейна и на границе во-
да — лед
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Для численного решения задачи функции w
и Φ представляются в виде конечных сумм

w =

n
∑
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wm; (11)

Φ =

n
∑
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ϕm(x, y, t) cosh(km(z +H)), (12)

где km = const.
Используя метод конечных элементов, строят

дискретную модель ледовой пластины

wm(x, y, t) =

n
∑

i=1

Ni(x, y)qim(t), (13)

где Ni(x, y) — функции формы; qim(t) — узловые
перемещения; n — число узловых перемещений.

Значение n определяется типом и количеством ко-
нечных элементов, образующих дискретную мо-
дель ледовой пластины. Необходимое для дости-
жения заданной точности вычислений число ко-
нечных элементов оценивается отдельно для каж-
дой задачи.

Подставляя (13) в (7)–(8), получаем систему
матричных уравнений, для решения которой при-
меняется метод конечных разностей [5]. С исполь-
зованием изложенного алгоритма был решен ряд
задач с различными законами движения нагруз-
ки. Результаты расчетов, приведенные в [5], поз-
воляют определить влияние упругого основания
и учесть влияние ускорения нагрузки в началь-
ный момент времени на состояние ледовой пла-
стины. Кроме того, с помощью предложенного ме-
тода проводились исследования зависимости мак-
симального прогиба ледового покрова от скорости
движения нагрузки.

Разрушению ледового покрова в результате
движения нагрузки предшествует появление тре-
щин. При этом лед не разрушается сразу, а в тече-
ние некоторого времени сохраняет несущую спо-
собность. Поэтому для более полного исследова-
ния и определения параметров движения нагруз-
ки в задачах о разрушении ледового покрова необ-
ходимо учитывать образование трещин. В рабо-
тах [7; 8] исследовалось поведение ледового покро-
ва с трещинами в результате движения нагрузки.
За основу математической модели взяты уравне-
ния (7)–(10) [3; 5].

При описании трещин использовались следу-
ющие предположения: при раскрытии трещины
ее берега не смещаются относительно друг друга,
а силы их взаимодействия перпендикулярны бе-
регам и приводятся к распределенной моментной
нагрузке, представляющей собой изгибающий мо-
мент на берегу трещины [9]. Тогда краевые усло-
вия на каждом берегу трещины будут иметь сле-
дующий вид [7]:
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где x — абсцисса данной точки; ξ, η — нормаль
и касательная к линии трещины в этой точке
в плоскости xOy; Mξ — изгибающий момент на бе-
регу трещины.

Численное решение данной задачи основы-
валось на методе для расчета напряженно-
деформированного состояния ледового покрова
при движении по нему внешней нагрузки. Метод
представляет собой комбинацию метода конечных
элементов и метода конечных разностей [5; 10].
При этом учет краевых условий на трещине при-
водит к изменению только значений матричных
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коэффициентов. Одним из этапов рассматривае-
мого численного метода является дискретизация
пластины. Для учета краевых условий на тре-
щине вводился конечный элемент, представляю-
щий собой упругий шарнир. Проблемы моделиро-
вания сквозных трещин как шарниров подробно
рассмотрены в работе [11].

Проведенные расчеты позволяют определить
зависимость максимальных динамических проги-
бов скорости движения нагрузки, угол раскры-
тия трещины и изгибающий момент M , возникаю-
щий в сечении ледовой пластины под воздействи-
ем контактных напряжений.

Рассматриваемый численный метод применял-
ся и для расчетов прогибов ледяного покрова при
воздействии на него точечного ударного импуль-
са [12]. Импульс моделировался как внезапно при-
ложенная сила P в течение промежутка времени
δt, малого по сравнению с периодом колебаний ле-
довой пластины. В этом случае внешнюю нагруз-
ку p из уравнения (7) можно представить в виде:

p(x, y, t) = Uδ(x, y)δ(t), (15)

где U — ударный импульс; δ(x, y), δ(t) — дельта-
функции Дирака.

С использованием изложенного метода мож-
но проводить расчеты при действии не одного,
а нескольких импульсов. Полученные результаты
описывают прогиб ледового покрова в различные
моменты времени, прошедшие с момента прило-
жения импульса [12].

3. Математические модели взаимодей-
ствия ледового покрова как упругой пла-
стины и прилегающих строений. В работах
[13–16] изучались гидроупругие волны в кана-
ле, покрытом льдом. Канал имеет прямоуголь-
ное сечение. Особенностью рассматриваемой за-
дачи является учет только гидродинамического
давления, а внешняя нагрузка на ледовый по-
кров отсутствует. Основными являются уравне-
ние тонкой пластины (5) и уравнение потенциа-
ла движения жидкости (8). Правая часть уравне-
ния (5) в данном случае представляет давление
воды и вычисляется из линеаризованного инте-
грала Бернулли

p(x, y, 0, t) = −γΦt(x, y, 0, t)− w(x, y, t), (16)

где γ = bω2/g; 2b — ширина канала; ω — частота
волн.

В отличие от ранее рассмотренных задач с бес-
конечным или полубесконечным ледовым покро-
вом, в данной задаче ледовый покров имеет фик-
сированную ширину 2b и считается приморожен-
ным к стенкам канала. Соответствующие гранич-
ные условия определяются условиями жесткого
закрепления для прогиба ледового покрова

w = wy = 0 (y = ±b, −∞ < x <∞). (17)

Граничные условия для потенциала (9)–(10) до-
полняются условиями непротекания на стенках
канала

Φy = 0 (y = ±b). (18)

Нетривиальные решения рассматриваемой за-
дачи искались в виде бегущей волны:

w(x, y, t) = Re(F (y) expi(kx+t)); (19)

Φ(x, y, z, t) = Re(iϕ(y, z) expi(kx+t)), (20)

где k — безразмерное волновое число; ϕ(y, z) —
комплексно-значный потенциал, удовлетворяю-
щий уравнению Гельмгольца

ϕyy+ϕzz = k2ϕ (−b < y < b, −H < z < 0). (21)

Задача формулировалась относительно про-
филя волн F (y) поперек канала и решалась ме-
тодом нормальных мод для канала конечной глу-
бины и в рамках модели мелкой воды для кана-
ла малой глубины. Функция F (y) представляется
в виде ряда

F (y) =

∞
∑

j=1

ajψj(y), (22)

где коэффициенты aj подлежат определению,
а функции ψj(y) — нормальные моды защемлен-
ной балки, которые удовлетворяют задаче

ψIV
j = λ4jψj (−1 < y < 1),

ψj = ψ′
j = 0 (y = ±1). (23)

Для определения коэффициентов aj уравнение
(22) подставлялось в уравнение пластины (5) и ре-
шалась полученная матричная задача.

В работе [13] определены дисперсионные со-
отношения гидроупругих волн и их характери-
стики. Показано, что модель мелкой воды хо-
рошо предсказывает дисперсионные соотношения
для длинных волн. Дисперсионное соотношение
для волн, которые не осциллируют поперек кана-
ла, хорошо аппроксимируется дисперсионным со-
отношением для одномерных гидроупругих волн
в бесконечном ледовом покрове. Исследованы по-
перечные профили гидроупругих волн, бегущих
вдоль канала, и распределения изгибающих на-
пряжений в этих волнах. Показано, что для длин-
ных волн напряжения максимальны на стенках
канала, а для коротких волн – вдоль центральной
линии канала. В условиях проведенных расчетов
отмечено, что изгибные напряжения поперек ка-
нала выше, чем напряжения вдоль канала.

Двумерные и трехмерные задачи о линейных
гидроупругих волнах, отражающихся от тел
с вертикальными стенками, изучались в работах
[17–19]. Рассматривалась жидкость конечной

глубины. Безграничный ледовый покров считался
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примороженным к вертикальной поверхности те-
ла. В этом случае связанные задачи гидроупруго-
сти были решены с помощью интегральных преоб-
разований. Кроме того, были исследованы прогиб
льда и напряжения в ледовом покрове и опреде-
лены вертикальные и горизонтальные силы, дей-
ствующие на жесткие стенки.

4. Влияние температурных напряже-
ний на ледовый покров. В работе [16] иссле-
довалась модельная начально-краевая квазиизо-
термическая задача в случае, когда ледовый по-
кров закреплен на стенках канала.

Уравнение прогиба (5) с учетом температур-
ных напряжений примет вид:

mwtt +D∇4w −△(Q(x, y)w) = p(x, y, 0, t)

(0 < y < b, −∞ < x <∞),

где m — масса покрова на единицу площади
(m = ρihi; hi — толщина покрова); Q(x, y) —
температурные напряжения, связанные с образо-
ванием ледового покрова.

Для численного решения задачи применялся
алгоритм разложения функции прогиба на моды,
описанный в [13–15]. Численное решение прово-
дилось в системе вычислений MatLab. Результа-
ты позволяют определить прогиб ледового покро-
ва и дисперсионные соотношения для заданного
значения температуры.

В работе [20] представлена математическая мо-
дель для анализа напряженно-деформированного
состояния ледяного покрова при динамических
нагрузках с учетом наличия снежного покрова.
Основным уравнением модели является уравне-
ние малых колебаний плавающей вязкоупругой
ледовой пластины [3]

Gmh
3

3
Q

(

3P +
GQ

K

)

∇4w = P

(

3P +
2GQ

K

)

×

×
(

−q − ρwgw − ρih
∂2w

∂t2
− ρw

∂ϕ

∂t

)

(z = 0), (24)

где K — модуль объемного сжатия; P и Q — ли-
нейные дифференциальные операторы, выбирае-
мые в соответствии с принятой реологической мо-
делью льда [21]. Пренебрегая упругой сжимаемо-
стью льда (K → ∞), уравнению (24) придадим
вид:

Gmh
3

3
Q∇4w = (−q − ρwgw−

−ρih
∂2w

∂t2
− ρw

∂ϕ

∂t

)

(z = 0). (25)

В рассматриваемой работе изучалась задача,
когда ледовый покров покрыт слоем снега тол-
щиной hs. Предполагалось, что эластичность сне-
га пренебрежимо мала по сравнению с эластично-
стью ледовой пластины. Снег, покрывающий ле-
довый покров, может быть рассмотрен как слой

вязкой жидкости с внутренним коэффициентом
трения ηs [3]. Влияние сжатия снега непосред-
ственно под движущейся нагрузкой на параметры
гидроупругих волн не учитывалось, так как пред-
полагается, что область сжатого снега мала по
сравнению со всей областью вибрирующего ледо-
вого покрова. Следовательно, с учетом инерцион-
ных сил ρshs∂

2w/∂t2 и сил, вызванных вязкостью
ледового покрова, ηshs∂∇2w/∂t, получим уравне-
ние малых колебаний плавающей вязкоупругой
ледовой пластины, покрытой снежным покровом

Gmh
3

3
Q∇4w = (−q − ρwgw−

−(ρih+ ρshs)
ρww

∂t2
− ηshs

∂

∂t
∇2w−

− ρww − ρw
∂ϕ

∂t

)

(z = 0), (26)

где

P = τ−1
m +

(

1 +
Gm

Gk

τk
τm

)

∂

∂t
+ τk

∂2

∂t2
,

Q =
∂

∂t
+ τk

∂2

∂t2
,

где ρs — плотность снега; τm и τk — время релак-
сации в моделях Максвелла и Кельвина — Фойг-
та [21], Gm и Gk — соответствующие модули упру-
гости льда при сдвиге.

В работе [20] проведены численные исследо-
вания, после чего полученные результаты бы-
ли сопоставлены с экспериментальными данны-
ми. Анализ результатов показал, что предложен-
ная модель может быть использована для расче-
та напряженно-деформированного состояния ле-
довых пластин с наличием снежного покрова. По-
левые эксперименты [22] доказали, что бесснеж-
ные районы ледового покрова сломать легче, чем
лед со слоем снега. Это указывает на необходи-
мость коррекции известных данных о способности
разрушения льда суднами на воздушной подуш-
ке [22]. Использование полученных теоретических
результатов определения максимально разруша-
емой толщины льда с учетом снежного покрова
обеспечит более эффективные работы по разру-
шению ледового покрова.

Заключение. В работе рассмотрены поста-
новки и методы численного решения задач вза-
имодействия ледового покрова и гидроупругих
волн. Полученные численные результаты показы-
вают хорошую корреляцию с экспериментальны-
ми данными.

Большую помощь при обсуждении рас-
смотренных задач оказали Т.И. Хабахпашева,
А.А. Коробкин и А.А. Папин. Автор выражает
им искреннюю благодарность.
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